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Die angegebenen Punktzahlen (Summe 120) dienen zu Ihrer Orientierung; die endgültige Wertung
kann davon noch abweichen.

Ihre Ergebnisse können nur gewertet werden, wenn der Gang der Rechnung nachvollziehbar ist.

Aufgabe 1 (29 Punkte)

Gegeben ist die Funktion f(x, y) = (86 + sin x) · (y2 + cos y) .

a) Berechnen Sie den Gradienten ∇f und die Hesse-Matrix Hf . Begründen Sie, warum überall
fyy > 0 gilt.

b) Geben Sie die Tangentialebenen der Fläche z = f(x, y) an den Stellen (0, 0) und (−π
2
, 0)

an.

c) Zeigen Sie, dass (−π
2
, 0) und (π

2
, 0) stationäre Stellen von f sind. Prüfen Sie jeweils, ob es

sich um ein relatives Minimum, ein relatives Maximum oder einen Sattelpunkt handelt.

d) Zeigen Sie, dass alle stationären Stellen von f auf der x-Achse liegen. Geben Sie alle relativen
Minima und alle relativen Maxima an.

Aufgabe 2 (26 Punkte)

Gegeben ist eine ebene Kurve mit der Parameterdarstellung

x(t) = (2− t) · (1 + t) , y(t) = (2− t) · (3 + t) für t ∈ R.

a) Berechnen Sie den Inhalt der Fläche Fy,
die von der Kurve und der y-Achse einge-
schlossen wird.

b) Welchen Inhalt besitzt die Fläche Fx zwi-
schen Kurve und x-Achse?

c) Welchen Flächeninhalt besitzt ein ach-
senparalleles Rechteck, das die Fläche Fy

enthält, mindestens?
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Aufgabe 3 (24 Punkte)

Vorgelegt ist - für α ∈ R - die Reihe

2α

23 + 2α
+

3α

33 + 3α
+

4α

43 + 4α
+

5α

53 + 5α
+

6α

63 + 6α
+ . . .

a) Geben Sie die Reihe in Summen-Schreibweise an. Zeigen Sie, dass die Reihe für α = 1
konvergiert und für α = 2 divergiert.

b) Für welche α ∈ R konvergiert die Reihe? Für welche α ist diese Konvergenz absolut?

c) Untersuchen Sie in Abhängigkeit von α ∈ R Konvergenz und absolute Konvergenz der Reihe

1α

13 + 1α
− 2α

23 + 2α
+

3α

33 + 3α
− 4α

43 + 4α
+

5α

53 + 5α
−+ . . .

Aufgabe 4 (15 Punkte)

a) Entwickeln Sie die Funktion f(x) =
1 + x2

1− 2x2
in eine Potenzreihe um x0 = 0 bis zum

Glied zehnter Ordnung.

b) Für welche x ∈ R ist diese Potenzreihe konvergent?

c) Bestimmen Sie (nicht durch Ableiten!) f (10)(0). Auftretende Fakultäten müssen nicht aus-
gerechnet werden.

Aufgabe 5 (26 Punkte)

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y′ − y

x
=

x

y
.

Verwenden Sie dazu die Substitution u(x) =
y(x)

x
.

b) Bestimmen Sie die Lösung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingung y(1) = 1
erfüllt. Auf welchem Intervall stellt diese Funktion eine Lösung des Anfangswertproblems dar?

c) Bestimmen Sie jeweils die Lösung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingung
y(1) = −1 beziehungsweise y(−1) = −1 erfüllt. Auf welchem Intervall stellt die jeweilige
Funktion eine Lösung des Anfangswertproblems dar?


