Wolfgang Erben Analysis 1/2, Losungen zu Ubungsblatt 22 12. Januar 2016

Aufgabe 1.

a) Wir ermitteln zunéchst die Parameterdarstellung in der Gaufischen Zahlenebene. (Der
Mittelpunkt der zweiten Kreisscheibe bewegt sich auf einem Kreis mit Radius 2 um den
Ursprung.)

z=2¢" fa- e’ @ € [0, 27]

Daraus ergibt sich die reelle Darstellung:

x = Re(z) =2cosp +a-cos2yp

y=1Im(z) =2singp+ a-sin2p ¢ € 0, 27]
(Bei der Kurve handelt es sich um die Pascalsche Schnecke. Als Spezialfall erhédlt man
fiir a = 1 die Kardioide.)

b) Wir priifen zunéchst, ob die Parameterdarstellung zuléissig ist. Hierzu ermitteln wir
diejenigen Stellen, an denen die Geschwindigkeit verschwindet:

0=212"=—-2sinp —2a-sin2p = —2sinp — 4a - sin p - cos p

=—2¢inyp-(14+2a-cosp) <« sinp=0 oder 2a-cosp=—1
0=y =2cosp+2a-cos2p = 2cosp+ 2a- (COSng—sianJ)
=2cosp + 2a - (200s2g0— 1)

Die erste Bedingung konnte in zwei Fille zerlegt werden. Wir setzen beide in die zweite
Gleichung ein:

1. sinpg=0 <« cosp==41 = 3y =2cosp+2a

la. cosp=1 = 0=y =2+2a = unmdglich (wegen a > 0)
1. cosp=—-1 = 0=y =-2+2a = a=1

2. 2a-cosp=—-1 = 0=y =2cosp+2cosy-2acosy—2a=—2a
= unmoglich

Die Parameterdarstellung ist also fiir alle a # 1 zuléssig. Die zugehorigen Kurven sind
also glatt. Fiir @ = 1 handelt es sich um die Kardioide. Diese hat einen Knick (bei ¢ = 7),
ist also nicht glatt.
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d) Die Kurve ist doppelpunktfrei fiir a < 1.

Aufgabe 2.
a) Symmetrie-Untersuchung:

z(—t)=(-t))—1=t*—1=2x(t) = z(t) ist eine gerade Funktion

y(—t) = (=t)> = (—=t) = —(t> —t) = —y(t) = y(t) ist eine ungerade Funktion

Die Kurve ist also symmetrisch zur x-Achse.
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

r=0 & *-1=0 & t==+1

y=0 o t3—t=tt>-1)=0 < t=0 oder t==1

Fiir t = £1 schneidet die Kurve beide Achsen, die kurve lauft dort also durch den
Koordinatenursprung 0(0,0).

In ¢t = 0 schneidet die Kurve die x-Achse im Punkt N(-1,0).

Hoch-und Tiefpunkte:

1 1
y=3t>-1=0 = t:igx/g j=6t = y(igﬁ):izﬁ
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1 1 2 1 1 2 2
x(igﬁ) = g_l =73 y(ig\/g)zig\/g'(—g) =:F§\/§

Die Kurve hat je einen Hochpunkt (H) und Tiefpunkt (T):

2 2 2 2
H(—-Z =2 _2_z
(2.2 1(-2. -2V
Links- und Rechtspunkte:
i=2t=0 = t=0 =2

Die Kurve hat keinen Rechtspunkt und genau einen Linkspunkt, ndmlich den Punkt
N(-1,0).
Wendepunkte:

i — iy =(2t) - (6t) —(2)- (3t —1) =122 — 62 +2 = 61> + 2
Dieser Ausdruck ist offenbar stets echt positiv. Die Kurve hat also keine Wendepunkte.

b) Die Kurve hat genau eine Selbstdurchdringung, némlich im Punkte O(0,0). Die zu-
gehorigen Paramterwerte sind ¢ = —1,tp = +1. (Begriindung: Es ist z(t;) = z(t2)
mit ¢; < tg. Die Funktion z(t) ist im Bereich ¢ > 0 streng monoton wachsend und im
Bereich ¢ < 0 streng monoton fallend. Deshalb muss einer der beiden Paramterwerte
negativ und der andere positiv sein, also t; < 0 < to. Da x(t) gerade ist, gitl zudem
x(—t1) = x(—t2). Hieraus ergibt sich —t; = t3. An einer Selbstdruchdringung miissen
auch noch die y-Werte gleich sein. Da y(t) ungerade ist, gilt:

y(t) =y(t2) =y(—t1) = —y(t1) = = y(t1) =0 = tH=-1
Wir berechnen die Steigungen:
#(-1)=-2, y(-1)=2 = Steigung=—1

#(+1) =42, gy(+1)=2 = Steigung= +1

Das Produkt der beiden Steigungen ist -1, dass heisst die Tangenten stehen senkrecht
aufeinander. Wir berechnen die Kriimmung:

gej—d-y 6242 8 1
-9 .2% - ) .2% = K;(j:]')_ - \/i
(@2 +9%)2 (&% +97)

KR =

(4+4)2 4

Wir bestimmen die zugehorigen Kriimmungskreise. Aufgrund der Symmetrie geniigt es,
einen der beiden Kreise zu ermitteln. Wir wéhlen ¢ = +1. Den Kreis-Radius nennen wir
r, seinen Mittelpunkt M.

1 1
Tangenteneinheitsvektor = 5\[2(1, 1) = Normaleneinheitsvektor = 5\/5(—1, 1)

11 1 1
M:0+E.§\/§(—1,1):\/§-§\/§(—1,1)=(—2,2) T:W:\/g

Hieraus konnen wir die Gleichung der beiden Schmiegkreise ablesen:

t=+1: (z+2)°2+(@y—-272*=8
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t=—1: (x+2)2+(@y+2?>*=8
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Fiir den Inhalt A der von der Kurve umschlossenen Fliche gilt:

1 1 )
1 1
A= —/yabdt = /(t3 _ t) . (2t)dt = —2/(t4 — t2)dt = _9. [gt5 - gtg]i_%

Aufgabe 3. Zunichst bestimmen wir die Schnittpunkte der beiden Kurven:

. ™ 5
sinz =cosx <& tanz=1 <& x:Z oder ac:z

Das Intervall [0, 27] wird durch die beiden Schnittpunkte in drei Teile zerlegt. Wir be-
rechnen die zu diesen Teilen gehtrenden Integrale getrennt:

/(Sinx—cosx)da::—cosx—sinx—l—C’ =

7
ks 1 1
I :/(sinx—cosx) dr = [—cosz —sinz|; = {—2\f— 2\@} —[-1-0]
0
=1-v2

5m

4

lg =

(sinx — cosz)dx = [—cosx — sinx];f = [\/5] - {—\/ﬂ =2V2

S
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2

I3 :/(sinaz—cosx) dx = [—cosx—sinx]%% =[-1] - [\@] =—-1-V2

5m
4

Fiir die Gesamtfliche A ergibt sich
A= |+ ol +1is = (VE—1) + (2v2) + (1+ v2) = 4v2

Durch eine Symmetrieiiberlegung kommt man schneller zum Ziel:

5w
1

ot

™

(sinz —cosz)dz| =2 - ‘[—cosx—sin:z:];‘ :2-‘\@4— \/5‘ =42
4

s

I

[\
Mﬂ\

Aufgabe 4.
a) Fiir Polarkoordinaten (7, ¢) muss r > 0 und ¢ € [0, 27) sein. Deshalb ist
A, 167 2572 Amr 27
rp:r(—?): 9 —|—97T2:T undcppz—?+27r:?

Die kartesischen Koordinaten (zp,yp) von P ergeben sich zu

2572 2 2572 1w 2572

TP TSP = g S = g T T TR
2572 2 2572 ™ 2572

- - si = .sln — = —— - —_ = 3

yp =1 -sine sin 9 cos 5 13 \f

b) Die Kurve ist glatt, da die Geschwindigkeit & := % nirgends Null wird. Fiir das
Geschwindigkeitsquadrat ergibt sich namlich

P =i+ ="+ >0+ (1%)?* >0
Eine zul#sssige Parameterdarstellung mit P als Anfangspunkt ist

x=x(p) =r(p) - cosp = (p* +77) - cos p,

. . 4
y=y(p) =r(p) -sing = (p*+7°) -sing; @€ [—gﬂ',ﬂ']

Durch die Transformation t = —¢ erhélt man daraus eine zulésssige Parameterdarstel-
lung mit P als Endpunkt:

4
x=ux(t)= >+ 7%) - cost, y=y(t) = —(t* + %) -sint; t € [, gw]

a1,

¢) Im Punkt Y ist ¢ = 5, also r =7(§) = - + 7% = %. Es ist 7 = 2¢p, also 7(5) = 7.

Die Tangente in Y hat die Steigung
_dy  dr 4 4

my_dx_—r-dgp_ T Ba2 5m
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Die Gleichung der Tangente in Y ist damit

4 572

VTR

d) Der Doppelpunkt D muss fiir zwei Winkel ¢p; und ¢ps = ¢p1 + 27 erreicht werden.
Der Radius hat dort den gleichen Wert:

r(ep1) =r(ep1 +21) & ¢y = (1 + 2m)°

& 0 = 0d FAmpp +4Ar? & 0=drpp +4n2 & pp =7

Es gibt demnach genau einen Doppelpunkt D und dieser entsteht fiir pp; = —7 und
pp2 = +m. Fiir die umschlossene Fliche F' gilt
$D2 ™ ™
FZ% / r?dp = ;/(902+7r2)2d90=/(¢4+27r2s02+7f4)d<p=
¥D1 —m 0
= %7’1’54-2772'%71'34-71'5 :7r5(é+§+1) = %775

e) Der Kurventeil zwischen ¢p; und ¢pe ist geschlossen:
Kg: r=r(p)=¢*+n*; g€l

K, ist doppelpunktfrei, da es aufier Anfangs- und Endpunkt von K, keine Doppelpunkte
gibt. Die Kurve K ist aber nicht glatt, da die Tangenten in Anfangs- und Endpunkt
nicht {ibereinstimmen. Die Steigung mp; beim Winkel ¢p; ist

dy ——r-de r 272

dx —dr ;o —27 -

mp1 =

Bei ppo ist aus Symmetriegriinden mps = —mp1 = © # mpq.



