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Aufgabe 1. Es ist

i=312, g=2 = i2+92=Vor+4att=|t] -2 +4

Fiir die Lange der Kurve gilt daher
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Aufgabe 2. Fiir die Lange der ersten Kurve gilt
y=sinx = 1y =cosx = I :/\/1+cos2ac dx
0

Fiir die Lange der zweiten Kurve gilt:

10

s
1
y=-—sinl0x = ¢ =cosllzx = ng/\/1+608210xd37:
0

107

_|u Ox T=T=U Or :TO /71—|—COS2’LLdu
0

du=10dr | z2=0=u=0

:/\/1+coszu du = Ly
0

Die beiden Kiéfer treffen also genau gleichzeitig ein.

Aufgabe 3. Fiir die Lange der Kurve gilt:
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Aufgabe 4.
a) Eine Parameterdarstellung z(p) = (z(¢),y(y)) der Kurve K ist

x(p)=r-cosp=¢-(2—¢)-cosp

ylp) =r-sinp =¢- (2 - ¢) -sing
mit ¢ € [0,2]. Fiir ¢ = § ergibt sich der Punkt Y auf der y-Achse:

2

2-3) = Y(Or-T)

y(5) = .

o X

b) Fiir den am weitesten vom Ursprung entfernten Punkt M gilt 7’ = 0.
0=7"=2-20 = =1

Wegen r” = —2 < 0 ist das ein relatives Maximum. Der Abstand bei ¢ = 1 ist r = 1.
An beiden Réndern (¢ = 0, ¢ = 2) ist 7 = 0. Es handelt sich also um das absolute
Maximum. Der gréfite Abstand zum Ursprung ist also 1. Der zugehorige Kurvenpunkt
ist M(cos1,sinl).

c) Fiir das Bogenelement ds gilt
s = VT g
Zu zeigen ist also, dass
r? 4+ (") = ((p = 1)* +1)°
Zunéchst wird die linke Seite berechnet:
r=¢ 2-9)=2-¢* = 1'=2-2

r? + (1) =49 — 4> + o1+ (2 2¢)? =4 — 8p + 8¢ — 4p” + ¢!
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Und nun die rechte Seite:
(=141 =(p -1 +2(p -1 +1=

= (o' =407 + 607 — 4o+ 1) +2(p> =20+ 1) +1 =4 — 8p + 8p* — 4> + ¢!

Tatsachlich ist demnach

ds = /12 + (")2dp = (¢ — 1)* + 1) dp

Fiir die Lange L der Kurve ergibt sich dann
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Aufgabe 5.

a) Der Geschwindigkeits-Vektor x lisst sich in die beiden senkrecht aufeinander stehen-
den Komponenten 7 (zeigt auf den Mittelpunkt) und r - ¢ zerlegen. Da die vier Méuse
zu jedem Zeitpunkt ein Quadrat bilden, schlieffen x und die Verbindung mit dem Mit-
telpunkt stets einen Winkel von 45 Grad ein. Weiter ist bekannt, dass r wihrend der
Bewegung abnimmt. Mit der Abkiirzung v = |%| gilt:

1 1
7 5 v = T 5 v-t+

Bezeichnen wir die Seitenléinge des Quadrates mit a, so folgt weiter:

1
2

V2-a = %\@‘a:C = r(t)zl\@-(a—v‘t)

(0) ;

Entsprechendes gilt fiir die zweite Komponente. Dabei ist zu beachten, dass die Bewe-
gung laut Bild im Uhrzeigersinn erfolgt. Der Winkel muss also auch abnehmen:

v v
=

. 1 .
. _ — — 2 i _ — g
r-¢ 2 v ¢ a—v-t v-t—a

o(t)=Injv-t—al+C=n(a—v-t)+C
Die fiir die Bahnkurve unerhebliche zeitliche Abhéngigkeit kann jetzt eliminiert werden:

p=In(r-v2)+C = r:%\/ﬁ.(i(ﬁfc

Die Anfangsbedingung ist je nach Maus unterschiedlich:

3 1 3

Maus A: T‘(Zﬂ') = 5\/@& = ei™C=q = (= ZT['—II’ICL
1 1 o 1

Maus B: r(zﬁ):§\/§'a = el =a = C:ZW—lna
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3 1 3
Maus D: r(—Zﬂ)zifo-a = 1" =g = C:—Zw—lna

Fiir die Bahnkurve von Maus A erhalten wir:
r(¢) = %\/ﬁ LefmamHina %\[2 1T . glna = %\/ﬁ N N ¢ < ZT{'
Entsprechend lduft die Berechnung der Bahnkurven der anderen Méause. Es ergibt sich:

3
Maus A:  r(¢) = g\/§ O LN ¢ < i
a (z)_lﬂ. 1
Maus B: r(¢):§\/§-e 1 —oo<¢>§17r
Maus C: r(¢) = %\/5 LTI _ o< < —-m

Maus D:  r(¢) = %\/5 R LN < —-m

Zu beachten ist, dass die Kurve in Richtung abnehmender Winkel (Uhrzeigersinn) durch-
laufen werden. Die Mause umrunden (theoretisch) den Mittelpunkt unendlich oft. Die
Kurven sind logarithmische Spiralen.



Wolfgang Erben Analysis 1/2, Losungen zu Ubungsblatt 21 26. November 2015

b) Die Bogenlidnge L ist fiir jede dieser Kurven gleich. Wir berechnen diese Linge iiber
die Kurve A:
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Die Liange L kann auch schon aus der ganz am Anfang ermittelten Gleichung fiir r(t)
bestimmt werden:

r(t):%\@-(afv-t)

Man erkennt hieraus, dass die Zeit bis zum Treffpunkt (r = 0) gleich ¢ ist. Wegen der
betragsméfig konstanten Geschwindigkeit ist
L=v- a_ a
v

Zu jedem festgelegten Zeitpunkt bilden die vier Mause die Ecken eines Quadrates. Die-
ses Quadrat schrumpft und dreht sich durch die Bewegung der M#use. Der Weg eines
Verfolgers ist deshalb zu jeder Zeit senkrecht zum Weg des Verfolgten. Dies zeigt uns,
dass die Geschwindigkeit des Verfolgten niemals eine Komponente besitzt, die ihn dem
Verfolgten néher bringt oder von ihm entfernt. Folglich wird er vom Verfolger in der glei-
chen Zeit eingeholt, wie wenn sich der Verfolgte nicht rithrt. Bis zum Treffpunkt legen
die Tiere also drei Meter zuriick.

Aufgabe 6. Wir betrachten eine Kette mit n Miinzen. Verbindet man die Mittelpunkte
benachbarter Miinzen in der Kette, so entsteht ein n-Eck P. Die Winkelsumme (der
Innenwinkel «;) betriigt bekanntlich unabhiingig von der Form der Kette

n
Q:Zai:(n—Q)'ﬂ'
=1

Die Summe der Auflenwinkel §; ist demnach

n n n
ﬁ:Zﬂi22(277704):2n-7erai:2n~7rf(n72)~7r:(n+2)-7r
i=1 i=1 i=1

Die duflere Miinze rollt aber nicht den ganzen Auflenwinkel §; auf der i-ten Miinze
ab. Vielmehr bildet die Verbindung der zwei Mittelpunkte am Anfang und am Ende
des Abrollens einen Winkel von 60 Grad mit dem Polygon P. Der Teil des Umfangs
der i-ten Miinze, welchen die umlaufende Miinze beriihrt, entspricht also dem Winkel
vi = Bi — 2+ 5. Insgesamt ergibt das

n n
0 T n
7:;7@'=;(ﬁ¢—2-3):(n+2)~7r—2n~3:(3+2)-7r
Beim Abrollen dreht sich die umlaufende Miinze aber jeweils um den doppelten Winkel.
Insgesamt sind es also 2+ % volle Umdrehungen. Bei neun Miinzen macht die umlaufende
Miinze also genau 5 vollstdndige Umdrehungen.



