Wolfgang Erben Analysis 1/2, Losungen zu Ubungsblatt 17 20. April 2009

Aufgabe 1.
a) Es handelt sich um eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung. Durch Substitution kann
diese in eine separable Differentialgleichung iiberfithrt werden:

z(a:):y(;) = y=z-z = y=z4+x2

1 1
= 24ar =24+ — = g =
2z 2z

Diese Differentialgleichung l6sen wir durch Trennung der Verénderlichen:
1
2-dz=~-dx = 2Z=Inlz|+C=lz+C
x

Die allgemeine Losung der Ausgangs-Differentialgleichung ist demnach:

y=x2vC +Inx (C eR)

b) Die Losungs-Funktion soll fiir alle z > 1 definiert sein. Daher muss C' > 0 sein. Welche
Losungen hiervon monoton fallend sind bestimmen wir mittels der Ableitung:

1 1 1 1
,::i: C—f—lnxi%i*:ii C +1nl‘+*
J ‘ 2/Clz ¢ VOthe (> =2

>0

Auf (1, 00) monoton fallend sind also genau die Losungen:

y=—aovVC+Inx (C>0)

c¢) Die gesuchte Losung ergibt sich durch Einsetzen der Anfangsbedingung:

1
1=y(1)=+1-VC+Inl=+VC = y=+zVl+hz <:1:>>

(&

(An der Stelle z = % ist zwar die Funktion definiert, nicht aber die Differentialgleichung.
Die Losung y wird dort ndmlich 0 und y tritt in der Differentialgleichung im Nenner
auf.)

d) Die gesuchte Losung ergibt sich durch Einsetzen der Anfangsbedingung:

1
ey =4l VOTRI= 4V = y— oviThs (x>>
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Aufgabe 2.
a) Es handelt sich um eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung. Durch Substitution kann
diese in eine separable Differentialgleichung iiberfiithrt werden:

()= = y=x-2 = Yy =z+z-7

= z4zd=z+7-V1+22 = 2 =~-V1+22

Diese Differentialgleichung losen wir durch Trennung der Verénderlichen:

dz B
V14 22 7

Hierin setzen wir die Anfangsbedingung ein:

8=

-der = arsinh z=+vln|z|+C=~vIn(—z)+C

y(-1)=0 = z(-1)=0 = arsinh z =0 = 0=~-0+C
= (C=0 = arsinh z=~In(—2)
. [elnu—a:m e 1n[<—xm]

DN |

=z =sinh(yIn(—2z)) =sinhln[(—z)"] =

=5 [ - (=27

Die zugehorige Losung der Ausgangs-Differentialgleichung ist demnach:

p= 5o (-2 = (=0)7] = = [~ (~2)' ] =

b) Fiir den ersten Grenzwert gilt:

i = i — qim L 1=y I+
lim g1 () = lim yi() = lim o [(—2) (—2)'*7]
1 0 <1
1— 1 1 1
=gt ()T =g Jim (—o)T =g i (<) - 0= oo 3;

Ableitung der Losungsfunktion:

1

() = 5 (1 =) (~2) ™ + 5(L+A)(~a)

Fiir den zweiten Grenzwert gilt:

1 1
lim g1 (2) = lim ¢1(z) = —5(1=9) - lim ()77 + 5(1+7) - lim (-2)?

z—0 2 z—0— z—0—

1 1 1 —o0 <1
=—(1—7) lim (—x)77 =—(y—=1)- lim — = =1
2( ) mi%l—( ) +0 2 (r=1) ui»%l+ u? 0 7

400 v>1

Der erste Grenzwert existiert also fiir 0 < v < 1, der zweite nur fiir v = 1.
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Aufgabe 3.

a) Bei t = —2 ist die Gleichung nicht definiert. Wegen der Anfangsbedinung bei 0 miissen
wir uns auf t > —2 beschrinken. Es handelt sich um eine reduzierbare Differentialglei-
chung:

1

Die reduzierte Differentialgleichung ist linear. Wir 16sen die homogene Gleichung:

Eine Stammfunktion von a(t):= ist A(t) =Int+2|=n(t+2) =

t+2
—Int+2 _ c

t+2
Nun variieren wir die Konstante und erhalten die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung:

zp=C-¢

k(1) k(t) k(1)
t:7:> e —
A R i Sl )
1 k k k 1 k :
=1=3 . = — . = 1=—=k=t+2
T T i r2? Tir2 ta2 tt2 *
1
:>k:—§t2+2t+0
1 t+4 C 1 ¢ c 1 D
g 2y Yy Y L Y i1+ 2 (DeRr
G- U e s B U an S Bl U S G

Die Riicksubstitution liefert eine einfache Bestimmungsgleichung fiir die allgemeine Losung
y der Ausgangsgleichung:

1 D 1
Y=z 2t+ +t+2:> y 4t +t+ n(t+2) + (D,E € R)

Durch Einsetzen der Anfangsbedinung ergibt sich die gesuchte Losung:

0=§(0)=20)=1+2 = D=2

2
0=y0)=D -n2+F=FE=-D-In2=FE=2In2
1, 1, 1
:>y:Zt +t—2ln(t+2)+21n2:1t +t—2ln[§(t+2)]

1 t
:>y:Zt2—|—t—21n(1+§) (t > —2)

b) In der Differentialgleichung kommt t nicht explizit vor. Es handelt sich also um eine
autonome Differentialgleichung. (Fiir die Ableitung einer Funktion u nach y schreiben
wir u'):

d d dy

z(y):yéy:%z:d—yz-azz’-y:z'-zé
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1 1
O=j4+9? —— =2 2422 — =4 = =0 (240
YTy Jr2 y+2 (#0)

Die Anfangsbedingungen ergeben eine Anfangsbedingung fiir z(y):
y0)=1, g0)=1 =2(1)=1

Die entstandene Differentialgleichung fiir z als Funktion von y ist eine homogene lineare
Differentialgleichung, die nach bekanntem Muster gel6st wird:

1
a(y) :== P = A(y) =In|y + 2| ist eine Stammfunktion von a(x) =
Y
C D
2(y) =C-e 4@ = ¢ emmlv+2 = = DeR
Wir beriicksichtigen noch die Anfangsbedingung:
D 3
l=z2(1)=-—— =D = -
z(1) = 1+2:> 3=2z2(y) = o
Riicksubstitution:
1
) = = 2)dy = 3dt = ~y* + 2y =3t
y=2y) =g = Wt 2dy =3dt = oy7 42y =3+ C

Die Anfangsbedingung legt C fest:
1
1= y(O):>2+2_C:>C—

PAdy=6t+5= (y+2)2—4=06t+5=y+2==+V6l+9= (y(0)=+1)

:—2+\/6t~|—9——2+\/6t+ t>—f

Aufgabe 4. Uberfiihren in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

M\OT

t . dy dy dx ot

_ = Z = _Z . ___ = . = /
r=e =T VTS T a Ve Tw
. . d . dl‘_ d / t__ 1,/ _ 2,1
= y—dty—(dxy) dt—[dw(xy)] e =y +xy] - x=xy + 2%y

= 2% -3y +Ty=(—ay) -3z + Ty =9 — 4y + Ty

Wir haben eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir y als Funktion
von t erhalten. Die allgemeine Losung ermitteln wir iiber die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms:

44 /16 — 28
i — 4y + Ty = 0; A2—4A+7:0@A1,2:f:2i\/§i

=y =C1e* cos V3t + Coe* sin V3t (C1,Cy € R)

Durch Riicksubstitution erhalten wir die allgemeine Losung der Eulerschen Differential-
gleichung:

y = Craz?cos (V3Inz) + Cox?sin (V3Inz) (Cp,Ch € R)
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Aufgabe 5.
a) Zunichst losen wir die homogene Gleichung 3’ + y - tanx = 0. Dazu suchen wir eine
Stammfunktion A(x) von a(x) = tan(x):

sinx U = COST du
/tanxdx:/cosxdx: du — —sinadr | = ;:—ln|u\+0
Wir wihlen C' = 0, also
cosw>0fﬁr—%<x<%
A(z) = —In|u| = —In|cos z| = — In(cos x)

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist dann
y=C.e 4@ = ¢.efleos?) — 0 .cosz (C eR)

Die Losung der inhomogenen Gleichung bestimmen wir durch Variation der Konstanten.
Wir machen also den Ansatz

y=2z(z) cosx = y =2 cosx—z- sinz.
Dies setzen wir in die inhomogene Gleichung ein:

sin x ,
=2cos’r = 2'cosx=2cos’x

2 cosx — zsinx + zcosx -
~—~
#0

COS T

= 2/ =2cosz = 2z=2sinzx+C

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also

y= (2sinz+C)-cosx =2sinxcosz + C -cosx =sin2z + C -cosz (C € R)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir —§ <z < 5 ist

y=sin2x +C-cosz (CeR)

b) Die Funktion y selbst kommt in der Differentialgleichung nicht vor. Daher kann die
Ordnung der Gleichung durch die Substitution z = ¢ reduziert werden. Fiir z ergibt
sich die soeben behandelte Differentialgleichung:

2+ 2z tanz = 2cos’ x
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist also

z=sin2z + C - cosz.

Die Riicksubstitution ergibt

1
Y =2z=sin2x+C-cosz = y:—500s2x+0~sinx+D (C,D e R).
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Dies ist die allgemeine Losung der vorgelegten Differentialgleichung. Durch Einsetzen
der Anfangsbedingungen erhalten wir die Losung des Anfangswertproblems:

1
Ozy(z)z—*COSE—FC‘SiH

11
; S+D=—2+3C+D  =D=

2 3 6 4

=~ =
N =
=~ w

1 1
O:y’(%):sing—i-C‘COS%:?\/g—FC‘E\/g =C=-1

Die Losung des Anfangswertproblems fiir —5 < x <  lautet

D o2 sina 12
= —— COSzX — SInx —
Yy=73 1

c¢) Damit die allgemeine Losung der Gleichung aus Teilaufgabe a, also
y=sin2x +C-cosz (C €R)

auch die Differentialgleichung v +a -y’ + b -y = s(z) 16st, muss nach dem Superpositi-
onsprinzip y = C' - cos z die homogene Differentialgleichung v +a -y + b -y = 0 l6sen.
e ist eine komplexe Losung der homogenen Differentialgleichung

i und —i sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms A2 + a\ + b

Das charakteristische Polynom ist (A —i)(A +i) = A2 + 1

Die homogene Differentialgleichung lautet y” + y = 0

Die inhomogene Differentialgleichung hat die Form y” + y = s(x)

Wir setzen jetzt die gewiinschte Losung ein:

A R

y=sin2x+C-cosx = 1y =2cos2x—C-sinz = 3y’ =—4sin2z—-C-cosz

= s(z)=9" +y=(—4sin2z — C - cos2x) + (sin2x + C - cosx) = —3sin 2z

Die gesuchte lineare Differentialgleichung lautet

y' +y=—sin2z

Sie hat die allgemeine Losung
y=sin2x + Cy -cosx 4+ Cy -sinz  (Cy,C2 € R)

welche offenbar die allgemeine Losung der Gleichung aus Teilaufgabe a umfasst.

Aufgabe 6. Die Aufgabe stammt aus dem Buch Mathematische Olympiadeaufgaben
aus der UdSSR von Arthur Engel, erschienen im Ernst Klett Verlag Stuttgart (1972).
a) Die beiden Figuren zeigen die Losung. Die kiirzere Seite (9) wird in 3, die lingere
(16) in 4 Teile zerlegt.
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12

16

b) Im allgemeinen Fall wird die kiirzere Seite (b) in n Teile, die ldngere (a) in (n + 1)
Teile zerlegt. Damit sich durch das Umlegen ein Quadrat ergibt, muss gelten:

b a n+1 n a (n+1)?
b+—=a— & b =a- & ——
n n+1 n n+1 b n?

Die Seiten miissen sich also zueinander verhalten wie die Quadrate aufeinanderfolgender
ganzer Zahlen. Das einfachste Beispiel (entartete Treppe) ist a = 4b.



