Wolfgang Erben Analysis 1, Losungen zu Ubungsblatt 1 23. Mérz 2016

Aufgabe 1.
a) Einfach ausmultiplizieren:

(3—V6)(2+V6) =6+3V6—2V6—-6=6

b) Beide Klammern enthalten v/3 — 1/6:
(V2+V3-V6)(V2 - V3+V6) = (V2 + (V3 - V6))(V2 - (V3 - V6))
=2-(V3-V6)2=2—-(3-2V3V6+6)=2—(9-2V18) = -7+ 2V9V2
= -T+6V2

Alternativ kann auch jeder Summand der ersten Klammer mit jedem der zweiten mul-
tipliziert werden.

(V2+ V3 - V6)(V2— V3 + V6)
=2—vV2V3+vV2V6+V3V2 -3+ v3V6 - V6vV2 +V6V3 -6
=2-vV6+vV12+V6-3+ VI8 - VI2+ VI8 —6=-7+2V18
= -T7+6V2

¢) Wurzeln sind letztlich Hochzahlen. Die Reihenfolge kann also vertauscht werden:

ﬁ: (272)5 = 2728 = (273)2 =\/ V2T = V3

Aufgabe 2.
a) Sehr hiufig steht wie hier nur eine einzelne Wurzel im Nenner.

-3 -3-v6  -3v6 L /G

V6 V66 6 2
b) Ist die Wurzel nicht allein, wird es etwas schwieriger:

346 3+V6 VI-VE 32— 3B+ VBV V63
VI3 V2B VR 2-3

=—(3v2-3V3+ V12— V18 = —-3vV2+3V3-V4-3+V9 2
= —3v2+3V3-2V3+3V2=+3

c¢) Faktoren vor den Wurzeln stoéren nicht:

TW5+5v3  TV5+5V3 5V3-2V5  35V15 - 14-5425-3 - 10V15
5vV3+2vV5  5V3+2V5 5vV3-2V5 25-3—4-5

25V15 + 5) = %(1 +5V/15)

1
=5
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Aufgabe 3. Die mittlere Geschwindigkeit v berechnet sich aus dem zuriickgelegten Weg
s und der bendtigten Zeit ¢ gemifl v = 3. Bezeichnet a die einfache Wegstrecke, dann
benétigen Sie fiir die Hinfahrt die Zeit

8 _ah
1_111_7krm

Fiir die Riickfahrt benttigen Sie

= LR
) 15 km
Die mittlere Gesamtgeschwindigkeit ist folglich
— 20 2a km 2 km _ 2 km 2-7-15 105 km
Tttty S+ h t+ Ll oh A4 Toh 220 11k

Die Durchschnittsgeschwindigkeit auf der gesamten Fahrt ist also ungefdhr 9,55 km/h.

Aufgabe 4.

a) Die Aufgabe geht viel schneller, wenn man bedenkt, dass der Betrag eines Quotienten
gleich dem Quotienten der Betrége ist und dass eine komplexe Zahl den gleichen Betrag
hat wie die konjugiert komplexe Zahl. Fiir die einzelnen Summanden ergibt sich so:

I s 1 _ 1 _1_\/5_1[2
| |ml |4+4d] 4-[144] 4/T+1 4v2 4v/2v2 8
a| _lol_lal

Z| |zl |2

|21] = |12 — 5i| = /122 + 52 = /169 = 13

Insgesamt ergibt sich:

1

z3

)

+

1 1
+|z1|:§\/§+1+13:14+§\/§
2

b) Auch hier kann man sich die Arbeit etwas erleichtern, ndmlich indem man z; aus-
klammert. Fiir die verbleibenden Summanden ergibt sich:

2 4 4i (1—d)(—i—7) T 14 Ti—i . .
25. 22 = 95. =100 2 0. = 2. (~8+6i) =12 — 16
P i—7 (i—T)(—i-7) 50 (=8 +6i) = 12i
6 6 6 —2 1—1 .

zo+z3 (i—T7)+(4—4i) -3-3i 1+1 2

Fiir den gesamten Ausdruck ergibt sich damit:

Z1 23 621 z3 6 . .
25 - + =21-(25-—+ =z1- (120 —16)+ (. — 1)) =
Sy ) = (2= 1)+ - 1)

= (12— 5i)(13i = 17) = (—=12-17+5-13) +i- (5- 17+ 12 - 13) = —139 4 241i
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Aufgabe 5. (Die ersten beiden Teile der Aufgabe stammen aus dem Band 1 des Mathematik-
Lehrbuchs fiir Fachhochschulen von Fetzer und Frénkel.)

a) 2% kann nach der binomischen Formel berechnet werden. Bei 2% und z* verwendet
man am besten die schon bekannten Ergebnisse:

2 2
2= (VE+V2i) =2+2-v2V2i+ (V2i) =2+4i-2=4i
B= 22 = (4) (\/iwz) — 4iV2 — 4V2 = 42+ i4V2
A= (%)’ = 4i)?=16-(~1) = —16
Fiir die Real- und Imaginérteile ergibt sich demnach:

R(z2) =0, (22) =4, RE) =-4v2, () =4v2, R =-16, I(zH) =0

b) Lediglich der Betrag von z muss direkt berechnet werden. Hieraus kénnen auch die
Betriage der Potenzen ermittelt werden:

=y (V2) + (va)’ = vaFE=vi-2

c) Die Zahl z liegt im ersten Quadranten auf der ersten Winkelhalbierenden und zwar im
Abstand 2 vom Ursprung. Beim weiteren Potenzieren ,,dreht“ sich die Zahl jeweils um
45° (beziiglich dem Ursprung). Der Betrag der Zahl, also der Abstand zum Ursprung,
verdoppelt sich jeweils.

Aufgabe 6. Wegen /5 € R ist mit a,b € Q C R auch a + b- /5 € R. Die gegebene
Zahlenmenge K ist also eine Teilmenge von R. Deshalb gelten auch in K die Assoziativ-
und Kommutativgesetze, sowie das Distributivgesetz.

Die beiden neutralen Elemente 0 = 0 +0-+v/5 und 1 = 1 + 0 - v/5 sind offenbar in K
enthalten. Wegen

—(a+b-V5)=—-a—b-V5

1 B 1 a—b-\/g_a—b-\/g_ a —b NG
a+b-vV/5 a+b-v5 a—b-/5 a2—5b2  a?—5h?
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sind mit jeder Zahl z € K auch die inversen Elemente —z und % (letzteres fiir  # 0) in
K enthalten.

Leicht iibersehen werden kann, dass auch noch bewiesen werden muss, dass mit x und y
die Zahlen z 4+ y und « - y in K liegen:

(a+b-V5)+(c+d-V5)=(a+b)+(c+d) V5
(a4+b-V5)-(c+d-V5)=a-c+a-d-V5+b-c+b-d-5

= (ac + 5bd) + (ad + be) - /5

Aufgabe 7. Wir nehmen an, es wire moglich, die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks
auf die beschriebene Art zu wéahlen. Wir fithren dies zu einem Widerspruch, indem wir
den Flicheninhalt F' des Dreiecks auf zwei Weisen berechnen:

a) Uber Grundseite g und die Hohe h:
— 1 — 1 g o) _ 1 2
F—2g h—29 (2 tan60>—4g V3

Die Grundseite ist die Hypotenuse eines Dreiecks mit ganzzahligen Katheten. Daher ist
g* ganzzahlig. Dies zeigt, dass F irrational ist.

b) Uber das umschlieBende Rechteck: Vom Rechteck miissen (zwei oder) drei rechtwinkli-
ge Dreiecke abgezogen werden. Sowohl der Inhalt des Rechtecks, als auch derjenige jedes
der Dreiecke ist rational. Deshalb ist F' rational.

Dies ist ein Widerspruch. Die Annahme ist daher falsch.

Bemerkung: Die Losung der Schachaufgabe ist g7 x f8 — S#. Der weifle Bauer schldgt
also den schwarzen Springer und wandelt sich selbst in einen Springer um. Dies ist nétig,
um das Feld A7 zu decken.



