HOCHSCHULE FUR TECHNIK STUTTGART Winter-Semester 2014 / 2015

K LAUSURARBEIT IM BACHELOR—STUDIENGANG M ATHEMATIK

MODUL:  Analysis 2 FACH: Analysis B
DATUM: 3. Februar 2015 ZEIT: 14:00 — 16:00
PRUFER: Dr. Wolfgang Erben SEMESTER: MB2

HILFSMITTEL: ein Blatt DIN A4, beidseitig eigenhéndig handschriftlich
beschrieben.
Taschenrechner und jegliche telekommunikationsfahige Geréte
sind ausdriicklich nicht erlaubt.

ANLAGEN: keine

UNBEDINGT BEACHTEN:

e Diese Aufgabenblitter sollten aus 4 Seiten bestehen und Sie sollten 4 karierte
Doppelbégen erhalten haben. Bitte kontrollieren Sie das.

o Gewertet werden nur Bearbeitungen auf den ausgeteilten karierten Doppelbogen.
Fiir jede Aufgabe ist ein eigener Doppelbogen zu verwenden.

e Bevor Sie beginnen, miissen auf allen Doppelbogen Name, Semester und Aufga-
ben-Nummer eingetragen sein.

e Alle karierten Doppelbogen miissen abgegeben werden, selbst wenn sie keinerlei
Bearbeitung enthalten. Dies betrifft auch eventuell zusétzlich angeforderte Dop-
pelbogen. Die vorliegenden Aufgabenblétter sollen nicht abgegeben werden.

e Ergebnisse konnen nur gewertet werden, wenn der Rechenweg nachvollziehbar
ist. Die Anwendbarkeit von Regeln muss begriindet sein.
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Aufgabe 1. (26 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

. sinhz — sinx
fa) = ———

X

a) Zeigen Sie, dass f*(x) fiir alle  # 0 durch eine Potenzreihe um = = 0 dargestellt
werden kann. Geben Sie diese Reihe sowohl in Summenschreibweise an, als auch in
aufzdhlender Schreibweise mit mindestens vier nicht verschwindenden Gliedern.

b) Zeigen Sie, dass f* zu einer Funktion f € C*°(R) fortgesetzt werden kann. Geben Sie
]c(2014)(0)7 f(2015)(0) und f(2016)(0) an.

c) Zeigen Sie, dass das Infimum von f(z) an genau einer Stelle angenommen wird. Geben
Sie an der Stelle x = 0 die Gleichung der Tangente und die Kriimmung an.

y
d) Entwickeln Sie die Funktion zweier Verdnderlicher F(z,y) = [ f(t) dt in eine Taylor-

reihe um (0, 0). Fiir welche (x,y) konvergiert diese Reihe gegen F'(x,y)?

Aufgabe 2. (34 Punkte)
Gegeben sei die von n € Ny abhéngige Differentialgleichung fiir y(z)
(L+n%2%) -y = y"
a) Fiir welche beiden Werte von n ist die Differentialgleichung linear? Priifen Sie je-

weils, ob die Gleichung homogen oder inhomogen ist. Wie lautet die allgemeine Losung
Yauig(x) in den beiden Féllen.

b) Fiir welche Werte von n ist die Gleichung autonom? Fiir welche Werte von n ist sie
separabel? Geben Sie in Abhéngigkeit von n die allgemeine Losung yq,(x) der Differen-

tialgleichung in impliziter Form an. (Eine Auflésung nach y ist also nicht verlangt.)

c) Zeigen Sie, dass fiir gerades n alle Losungen der Differentialgleichung monoton wach-
send sind. Geben Sie fiir n = 1 alle streng monoton fallenden Lésungen an.

d) Berechnen Sie (in expliziter Form und inklusive Definitionsbereich) die Losung vy ()
des Anfangswertproblems

(1+162%) -y = v* , y(0)=—y—
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e) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von n € Ny die Losung y(x) des Anfangswertproblems

(1+n%2%) -y = y" , yB7)=0

Aufgabe 3. (30 Punkte)

Die nachstehend skizzierte Kurve K kann in Polarkoordinaten beschrieben werden durch

4
K: r=rlp) =¢+r;  pel-gmal

a) Zum Winkel ¢ = —%’r gehort der markierte Kurvenpunkt P. Geben Sie fiir P die
Polarkoordinaten (rp, ¢p) und die kartesischen Koordinaten (xp,yp) an.

b) Zeigen Sie, dass die Kurve glatt ist.
Geben Sie fiir K eine zuléssige Parame-
terdarstellung mit P als Anfangspunkt P
an und eine zweite mit P als Endpunkt.

¢) Bestimmen Sie im Schnittpunkt Y
mit der positiven y-Achse die Tangente
in der Form y = mx + b.

d) Zeigen Sie, dass die Kurve K
genau einen Doppelpunkt D besitzt.
Berechnen Sie den Inhalt F' der von der
Kurve K vollstindig eingeschlossenen
Flache.

e) Geben Sie eine geschlossene Teilkurve K, von K in Polarkoordinaten an. Ist diese
Kurve glatt? Ist sie doppelpunktfrei?

Aufgabe 4. (30 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass die vom Parameter a € R abhingige Funktion f, : R? — R mit

faz,y) = 2° + (y — 2)* + 2(a — y)°

genau eine stationdre Stelle besitzt. Priifen Sie, ob es sich um ein relatives Minimum,
ein relatives Maximum oder um einen Sattelpunkt handelt.

b) Begriinden Sie, dass f, unter der Nebenbedingung y = a ein absolutes Minimum
besitzt. Bestimmen Sie dieses Minimum.
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¢) Vom holprigen Schulweg fithrt die Mathe-Strae (der Lénge a) direkt und absolut
geradlinig zum schonen Arbeitsplatz, wie nachstehende Skizze zeigt. Am unteren En-
de (xg = 0) der Mathe-Strafie befindet sich bereits ein Zebrastreifen, zwei weitere (bei
x1 > xo und xo > x71) sollen hinzukommen. Dies soll so geschehen, dass entlang der
Mathe-Strafie die mittlere Entfernung zu einem Zebrastreifen mdéglichst klein ist.

Die mittlere Entfernung ergibt sich (wie in der folgenden Teilaufgabe nachgerechnet wer-

den soll) zu d(z1, x9) = iafa(:vl, xg). Wie sind nun x; und x zu wéhlen? Wie weit ist es

dann im Mittel bis zum néchsten Uberweg? Die Breite der Uberwege ist zu vernachlissi-
gen.

d) Schreiben Sie die Entfernung o(z,z1,22) = 0121122|x — ;| einer Stelle x > 0 der
NS
Mathe-Strafie zum néchstgelegenen Zebrastreifen als stiickweise definierte lineare Funk-

tion. Zeigen Sie, dass sich der mittlere Abstand d(z1, ) := I [0(z,21,22) dz zum
0

néchstgelegenen der drei Zebrastreifen zu d(xy, ) = ﬁ fa(x1, 22) ergibt.



