Wolfgang Erben Analysis 1, Losungen zu Ubungsblatt 10 11. Mai 2016

Aufgabe 1.
a) Zunichst werden die Nullstellen von Zéhler- und Nenner-Polynom berechnet. Null-
stellen des Zahlers:

3L _ 1
1—azx”=0 = T9= %
Nullstellen des Nenners:

1 1
1 14,/ 4920
5&02—5!%—1;0 = pa=— Vi = {

10

N[ =

(SN

» Fiir a # 8 hat f,(x) die Nullstelle z¢g = a~3 und die beiden Polstellen 21 = % und
2
Tro — — 5

Fiir a =8 ist g = a3 =1= x1. Daher sind zusitzliche Uberlegungen nétig:

2

1 — 83 : —2422 4

lim f,(x) = lim —lx D tim 7‘%1 =—=
N——

(=]

Bei x; ist also kein Pol, sondern eine hebbare Unstetigkeit.

» Fiir a = 8 hat f,(z) also keine Nullstelle und eine einzige Polstelle bei xo = —%.

b) Durch Einsetzen des Punktes P erhalten wir eine Gleichung zur Bestimmung von a:

2 14125-a N 2
S Tmieva 0= =
3 1254+5-1 3

Fiir die Schnittpunkte mit der Geraden ergibt sich eine Gleichung dritten Grades:

2, 1-32a° o2 L N 2
= — |97 — zx — =1l—-zz
3 ba?—jx—1 3 2 3

= 2034+102°—2-5=0

Mit dem Horner-Schema spalten wir die bekannte Losung —5 ab:

2 10 -1 -5
-5 -10 0 5 = 22°-1=0 = az=+3V2
2 0 -1 0

» Fiir a = % geht die Funktion durch den Punkt P. Die weiteren Schnittpunkte mit der
horizontalen Geraden durch P sind bei x = :I:%\/ﬁ

¢) Zunéchst wird die Funktionsgleichung durch Abspalten der gemeinsamen Nullstelle
2z = 0.5 in Zahler und Nenner vereinfacht:
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8 0 0 1 5 —1 -1

1 1 5

1 4 -2 -1 5 5 1
|8 4 -2 0 5 2 0

Folglich ist fiir « # %:

fs (@) 1 — 83 —872% — 4z — 2 2 4z’ +2r+1
Xr) = = —_ —_—— e —_—_—

* 522 — Lz — 1 57 + 2 5 12

2

Da im Nenner nur noch ein linearer Ausdruck steht, kann die Bestimmung der Asym-
ptote ebenfalls mit Horner geschehen:

4 2 1
_2 _8 _4
5 R
R
2 2 21 1 8 4 42 1
= 2. 4z + 242 -y — - .
felo) =g A g o o 2| T R T B 12wt 2
» Die Asymptote fiir £ — +o0 ist daher y = —8» — 4
Bei nebenstehendem Schaubild ist zu S
beachten, dass die Funktion an der Stelle y
r = % nicht definiert ist. (Sie kann dort 2

aber offenbar stetig ergénzt werden.)

vvvvvvvvvvvvvvvvvv

Aufgabe 2.
a) Zunéchst wird der Nenner in Linearfaktoren zerlegt:

2t —1=(2*-1) (2 +1) = (z+1) (z — 1) (z + 1) (z — i)
Als néchstes wird der ganzrationale Anteil abgespalten:

0 : (x4 — 1) 5

N x N x
A T =z
x4 —1 x4 —1

Der echt gebrochen rationale Anteil wird geméf folgendem Ansatz zerlegt:

T 1 a . b c d
-1 41 x—-1 z+4i x—i

z=a(x—1)(z+i)(x—0i)+bx+1)(z+i)(z—i)+c(z+1)(z—1)(x—1)
+d(x+1)(x—1)(x+1)

=
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Die Parameter a, b, ¢, d werden durch Einsetzen der Nenner-Nullstellen bestimmt:

r=-1 —l=a(-2)(-1+i)(-1-i) = a=1
x=1 1=5b(2)(144)(1—1) = b=1
r=—i: i=c(—i+1)(—i—1)(—2i) = c=-1
x =1 i=d(i+1)(i—1)(29) = d=—3

Die komplexe Partialbruchzerlegung lautet demnach:

5 1 1 1 1
v 1 1 i 1
e A e J e AL

Bei der reellen Partialbruchzerlegung werden konjugiert komplexe Nullstellen zusam-
mengefasst;:
° — @ =) + (z +1)]

1 1 1
LA —z4 4 +
x4 —1 r+1 -1 z2+1 xr+1 x—1 22+1

b) Zunichst wird der Nenner wieder in Linearfaktoren zerlegt. Dies gelingt mit der

Substitution u = z:
4 2 ! 2 1
42" — 172" 4+4=0 = 4u"—1Tu+4=0 = wu; =4, ’UQ:Z
1
= I172::|:2, CL‘3’4::|:§
4 2 1 1
= 42" — 1Tz +4:4(1‘+2)(w—2)(:p+5)(x—§)

Die Funktion ist echt gebrochen rational und kann direkt geméf folgendem Ansatz zerlegt
werden:

323 -2z | a i b . c n d N
4ot — 1722 4+4  +2 1z —2 r+5 -1
3 1 1 1 1 1
Zm3f§x:a(az72)(x+§)(x—§)+b(x+2)(:c+§)(xf§)

1
5)

Die Parameter a, b, ¢, d werden durch Einsetzen der Nenner-Nullstellen bestimmt:

+dw+%@—2mﬁ—;+d@+ﬂﬂx—m®+

r=-2 -3-241=a(-4)(-3)(-3) = a=4%
T =2 3-2-1=b4)(3)(3) = b=g
r=—b hii=dDCHED = e=y
z=3 5~ 1 =d3)(=3)(1) = d=g

Die Partialbruchzerlegung lautet demnach:

313 — 21 B %
dot — 1722 4+4 242 =z
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¢) Zunichst wird der Nenner in Linearfaktoren zerlegt:
23 —102? + 252 = = - (2? — 10z + 25) = z(z — 5)?

Die Funktion ist echt gebrochen rational und kann direkt geméf folgendem Ansatz zerlegt
werden:

522 — 41x + 50 b c
+ + =

a
23 —1022 425z x  x—5 (z—5)2

!

522 — 41z + 50 = a(z — 5)* + bx(x — 5) + cx

Die Parameter a, b, ¢ werden durch Einsetzen der Nenner-Nullstellen und einer weiteren
(willkiirlichen) Stelle bestimmt:

r=0: 50=a(-5)? = a=2
x=>5 125-5-41+50 = ¢(5) = c=—6
r=1: 5—41+50=a(—4)% +b(1)(—4) + ¢(1) = b=-1(14-32+6)=3

Die Partialbruchzerlegung lautet demnach:

se?-4le 50 2. 3 =6
23 —1022 +252 = x—5 (r—5)2

Aufgabe 3. -

a) Es ist

x—1

VAR Y <P
_@tp-2_ 2 /

r+1 r+1

Die Funktion hat eine horizontale Asym- E
ptote bei y = 1 und eine vertikale Asym- C
ptote (Pol) bei z = —1. i
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b) Die Funktion ist gerade. Wegen
W (x?) = [0, 00) ist nur der Bereich x > 0

xran ol ) volosrant

1,57

0,5

d) Aus dem Pol mit Vorzeichenwechsel
bei x = —1 wird ein Pol ohne Vorzei-
chenwechsel. Die Nullstelle von ¢(z) bei
x = 1 wird durch das Quadrieren zu einer
doppelten Nullstelle, das heifit f(x) hat

Anrt aina wraacrarhta Tancanta

Aufgabe 4.

¢) Die Funktion ist gerade. Wegen
W (3 — 22) = (—o0, 3] ist nur der Bereich

< 2sxran al ) voalavant

—
IN

w

N

T T T T

q

T TN T T T T

KN

ot v e T B v Ty

N

e) Die Funktion ¢(x) hat eine waagrechte
Asymptote bei y = 1. Deshalb hat f(x)

Aia Acvrmntnto n — Lo 19,12 1,1 9

a) Es ist g = 3 > 0 und aus z,, > 0 fiir ein n € Ny folgt

a+z, >0 und daraus x,+1 =+va+z, >0
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b) Die Folge ist genau dann konstant, wenn alle Glieder gleich x sind, also

Ja13Lg beldeSditenzo o g g

Es ist dann \/ag + x¢g = x¢. Die Wurzel-Funktion ist streng monoton wachsend. Deshalb

a<ay = x1=+a+xz9<\ag+xo=120

a>ag = x1=+a+x9>\ag+xo= 120

c¢) Es wird bewiesen, dass z,41 < x, fiir alle n € Ny.
Induktions-Anfang: Esist (wegen a < ag) z1 < xo (siehe b)).

Induktions-Schritt: Fiir ein n € Ny sei x,41 < z,. Dann ist wegen der strengen
Monotonie der Wurzel-Funktion

Tpi2 =0+ Tnp1 < Va+ T, = Tpp

d) Die Folge ist nach unten beschriankt (Aufgabenteil a)) und (im Falle a < ag) mono-
ton fallend (Aufgabenteil c)). Nach dem Hauptsatz fiir monotone Folgen ist die Folge
konvergent. Der Grenzwert x ergibt sich als Fixpunkt der Rekursions-Vorschrift:

vat+r=ux
Wegen z,, > 0 fiir alle Glieder ist > 0. Die vorige Gleichung ist deshalb dquivalent zu

1++v1+4a

at+r=cr’—-r—a=0571= 5

Wegen a > 0 ist 1+ 4a > 1. Damit sind die beiden Losungen fiir  reell, aber nur eine
erfiillt die Bedingung = > 0. Es ist somit

1+v1+4a 1
r= =

1
> 2 TVaTe

e) Analog zu c) ergibt sich, dass die Folge (x,,) ist fiir a > a¢ streng monoton wachsend ist.
Die Frage ist, ob die Folge nach oben beschrankt ist. Dann wére sie ndmlich konvergent

und miisste (siehe d)) den Grenzwert z = % + i—i— a haben. Der Grenzwert = wére

dann eine obere Schranke.

Vermutung: Fiir alle Glieder gilt z,, < z := % + i—i— a. Der Beweis erfolgt mit
vollstandiger Induktion.

Induktions-Anfang: Es ist

LY I ST Sy
2 4707y g YT T

—_
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Fiir a > ap ist wegen der Monotonie der Wurzel g < % + % + a.

Induktions-Schritt: Fiir ein n € Ny sei z,, < % + % + a. Dann ist

1 N1 1 1 /1 1
= < — - = — c— = — =
Tpi1 \/a+xn_\/a+2+ 1T \/4+2 5 4+a+(4+a)
1 1 11
_ - - 2 =
¢(2+ 4+a) 5T\t

Aufgabe 5. Fiir die Teilfolge < b, > = < ag, > gilt

b — —sinl”. (6 n 1 . (2 n T ) L ( T )
n = gn =sin | 3 nt g )| =sin{2r-nt o) =sin{ o
Offenbar ist diese Teilfolge streng monoton fallend mit

T
lim ag, =0 max ag, = b1 = ag = sin — inf{a neN}=0
Jim_agy, ; max agn = by = ag 13 {aen | }

Fiir die Teilfolge < ¢, > := < agn_1 > ist
.| 1 . T T
Cpn = Qgp—1 = Sin 3 6n—1—|—6n_1 = sin 27T-n—§+18n_3 =

N 3 18n—3

Diese Teilfolge ist ebenfalls streng monoton fallend mit

1
lim ag,—1 = sin (—g) = —sinz =——V3,

4 1
max agp—1 = €1 = a5 = —sin — , inf {agn—1 | n € N} = VY
neN 15 2

Fiir die Teilfolge < d,, > := < agn_s > ist
.| 1 . 2w T
dy, = agp—_o = sin [3~ <6n—2+6n_2>] :sm<27r-n—3+ 18n—6) =

. 27 n T
=sin| ——+ ——
° 3 "18n—6

Diese Teilfolge ist streng monoton wachsend mit

2 2 1
lim ag,_o = sin <—7T> = —sin—7r =--3 ,

n—00 3 3 2
. LT . 5w 1
;nellr\% an—o = d1 = a4 = —sin o = —sinoo sup {agn—2 | n € N} = —5\/5
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Fiir die Teilfolge < e, > := < agn_3 > gilt
sin|[% (6n—3+ 1 s —
€y, = agn—3 = S1n | — - n — — Sin —T =
n— fn=3 3 6n — 3 18n—9

. T
= —sin
18n —9

Diese Teilfolge ist streng monoton steigend mit

. . . T
lim agp,—3 =0, min ag,—3 = €1 = az = —sin — , sup {agn—3 | n € N} =0
n—00 neN 9

Fiir die Teilfolge < f, > := < agn_4q > ist

! K 6 A4 1 . 47T+ T
= dgn—4 — SIN | — - n — =sin [ —— [ —
n Tond 3 6n — 4 3 18n— 12

. 27 n s
=sin| —+-——
A3 T 18— 12

Diese Teilfolge ist ebenfalls streng monoton steigend mit

2 1
lim ag,—4 = sin <7r> =3 ,

n—o00 3 2

. Y 1
min ag,_4 = f1 = as = sin — , sup {agn—4 | n € N} = V3
neN 6 2

Fiir die Teilfolge < g, > := < agn_5 > schlieflich ist

=a = sin T 6n — 95+ ! — sin _5£+L _
n = Gon—5 = S| 3 6n—>5)| 3 " 18n—-15)

Y (L
N 3 18n—15

Die ersten zwei Glieder dieser Teilfolge sind

27 1 T s
e E L (30
g1 = aq sm3 2\[ go = a7 = sin 3+21 > g1

Ab diesem zweiten Glied ist die Teilfolge streng monoton fallend mit

1
lim ag,_5 = sinE =-V3 ,

n—00 3 2

8 1
max ag,_5 = go = a7 = sin o \ inf {agn—5 | n € N} = V3
neN 21 2

a) Die Folge < a, > setzt sich aus den sechs untersuchten Teilfolgen zusammen. Das
heift, jedes Glied von < a, > kommt in (genau) einer der Teilfolgen vor. Das Infimum
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von < a, > ist also das kleinste der berechneten Infima, das Supremum das grofite der
berechneten Suprema:

5 5 5
inf {a,, | n € N} = min{O,—sing,—sinS,—sing,sing,sinﬂ} — _sinX

{an | n €N} LT . Am ™ 0sin” s 8T . 8
= 1m 11mn —., —S1in —., — S1n — 11n —., Ssin — = S1n —
sup{an | n ax 4 s Tt S 5 S 3 ,S 3,s 51 S

Es ist

5
inf {a,, | nEN}:—sin£:a4

8
sup {a, | nEN}:sin%:m

Sowohl Supremum, als auch Infimum werden demnach angenommen. Fiir die Folge <
|ayn| > ergibt sich

4 )
inf {|a,| | n € N} = min{O,sin Tg,sing,o,sin g,sing} =

{lan] | n € N} . . mwm™ b . mwm . mwm™ . 87 . om
sup{|a n = max < sin —, sin —, sin —, sin —, sin —, sin —
Pildn 181 g St g B g S g Sl oy

Keines der Folgenglieder ist 0, das Infimum wird also nicht angenommen. Wegen

)
sup {|an| | n € N} = sinl—;T = |ay]

wird das Supremum angenommen.

b) Die sechs untersuchten Teilfolgen sind allesamt konvergent. Thre insgesamt drei Grenz-
werte —%\/?;, 0 und %\/g sind Haufungswerte der Folge < a,, >. Weil jedes Glied von
< an > in einer der Teilfolgen vorkommt, gibt es keine weiteren Haufungswerte. Es ist

1 1
limsupa, = =3 , lirginfan = —5\/5

n—oo 2

Fiir die Folge < |a,| > ergibt sich entsprechend

1
limsup |a,| = =V3 , liminf |a,| =0
n—00 2 n—00

Dies sind die einzigen Hiufungswerte der Folge < |a,| >.



