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Eventuell notwendige Korrekturen müssen eindeutig gekennzeichnet sein.

• Konzeptrechnungen dürfen nur auf den Aufgabenblättern (Vorder- und Rück-
seite) durchgeführt werden.
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SOMMER-SEMESTER 2016 Analysis 1 Wolfgang Erben

Abschnitt A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 Punkte

Aufgabe 1. Vorgelegt sind die beiden komplexen Zahlen

z1 = −5 + i
√

3 und z2 = −5 · i
√

3

a) Die Zahl z2 hat den Realteil 0 , den Imaginärteil −5
√

3 , den Betrag

5
√

3 und das Argument 3π
2 .

b) Es ist

|z1 −
2

5
z̄2| = 2

√
7

|z1 −
2

5
z̄2| = |(−5 + i

√
3)− 2

5
(5i
√

3)| = | − 5− i
√

3| =
√

25 + 3 =
√

28 = 2
√

7

Im(|z21 |) + Re(|z22 |) = 75

Im(|z21 |) + Re(|z22 |) = 0 + |z22 | = |z2|2 = 25 · 3 = 75

c) Weiter ist

z2 · z1 = 15 + 25
√

3i

z2 · z1 = (−5i
√

3) · (−5 + i
√

3) = 25i
√

3 + 5 · 3 = 15 + 25
√

3i

z2
z1

= −15
28 + 25

28

√
3i

z2
z1

=
−5i
√

3

−5 + i
√

3
· −5− i

√
3

−5− i
√

3
=

25i
√

3− 15

25 + 3
= −15

28
+

25

28

√
3i
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SOMMER-SEMESTER 2016 Analysis 1 Wolfgang Erben

Aufgabe 2. Geben Sie das Ergebnis in kartesischer Darstellung x+ iy an:

a)
|1 +
√

3i|
1 + i

= 1− i

|1 +
√

3i|
1 + i

=

√
1 + 3

1 + i
· 1− i

1− i
=

2(1− i)
1 + 1

= 1− i

b)

29 + i9

210 + i10
= 512

1023 + 1
1023 i

c)

ei
π
2 + ei

π
4 = 1

2

√
2 + i

2(2 +
√

2)

ei
π
2 + ei

π
4 = i+

1

2

√
2(1 + i) =

1

2

√
2 +

i

2
(2 +

√
2)

Aufgabe 3. Zeichnen und schraffieren Sie in der komplexen Zahlenebene die Menge
M = { z ∈ C | Re(z) ≤ 1 und |z − 1 + i| ≤

√
2 }.

Im

Re2

2
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SOMMER-SEMESTER 2016 Analysis 1 Wolfgang Erben

Abschnitt B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 Punkte

Aufgabe 4. Die Funktion

f(x) = ln
4x− 5

6x− 7

hat den (maximalen) DefinitionsbereichD(f) = R \ [76 ,
5
4 ] = (−∞, 76) ∪ (54 ,∞) .

f(x) ist definiert, wo Zähler und Nenner positiv sind, also für x > 5
4 >

7
6 , aber auch wo

Zähler und Nenner beide negativ sind, also für x < 7
6 <

5
4 .

Ihre Umkehrfunktion ist f−1(x) = 7ex − 5
6ex − 4

y = ln
4x− 5

6x− 7
⇔ ey =

4x− 5

6x− 7

∗⇔ ey(6x− 7) = (4x− 5) ⇔

Die mit ∗ gekennzeichnete Äquivalenz ist offenbar auch für x = 7
6 richtig, weil die rechte

Gleichung dafür nicht erfüllt ist.

⇔ x(6ey − 4) = 7ey − 5
∗⇔ x =

7ey − 5

6ey − 4

Bei der (wieder mit ∗) gekennzeichneten Äquivalenz ist zu beachten, dass die linke Glei-
chung für 6ey − 4 = 0 nicht erfüllt ist.

mit dem Definitionsbereich D(f−1) = R \ {ln 2
3} = R \ {ln 2− ln 3}

6ey − 4 = 0 ⇔ 6ey = 4 ⇔ ey =
2

3
⇔ y = ln

2

3

und dem Wertebereich W (f−1) = D(f) = (−∞, 76) ∪ (54 ,∞) .

W (f−1) = D(f)
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SOMMER-SEMESTER 2016 Analysis 1 Wolfgang Erben

Aufgabe 5. Die Funktion

g(x) =
3

4− 2 arctanx

u(x) := arctanx v(x) := 4− 2 arctanx

hat den (maximalen) Definitionsbereich D(g) = R

u(R) = (−π
2
,
π

2
) ⇒ v(R) = (4− π, 4 + π) ⇒ 0 /∈ v(R)

und den Wertebereich W (g) =
(

3
4 + π ,

3
4− π

)
.

v(R) = (4− π, 4 + π) ⇒ g(R) = (
3

4 + π
,

3

4− π
)

Ihre Umkehrfunktion ist g−1(x) = tan(2− 3
2x) = tan(4x− 3

2x )

y =
3

4− 2 arctanx
⇔ y · (4− 2 arctanx) = 3 ⇔ −2y arctanx = 3− 4y

Wegen y 6= 0 kann durch −2y dividiert werden:

⇔ arctanx =
4y − 3

2y
⇔ x = tan

4y − 3

2y

Für letztere Äquivalenz ist wichtig, dass der Tangens im Ergebnis auf den Definitions-
bereich (−π

2 ,
π
2 ) eingeschränkt wird.

mit dem Definitionsbereich D(g−1) =
(

3
4 + π ,

3
4− π

)
.

D(g−1) = W (g)

Bei der (deshalb unnötigen) Bestimmung des Definitionsbereiches direkt aus dem Funk-
tionsterm g−1(x) ist zu beachten, dass der Tangens auf (−π

2 ,
π
2 ) eingeschränkt ist.
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Abschnitt C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 Punkte

Aufgabe 6.

a)
d

dx

√
7 + cos e8x = −4 e8x sin e8x√

7 + cos e8x

b) f(x) = (−1 + x+
9

2
x2) · ex2 + e2x · e3x · e4x

= (−1 + x+
9

2
x2) · ex2 + e9x

f ′(x) = (1 + 7x+ 2x2 + 9x3) · ex2 + 9e9x

f ′(x) = (1 + 9x) · ex2 + 2x(−1 + x+
9

2
x2) · ex2 + 9e9x =

= (1 + 9x) · ex2 + (−2x+ 2x2 + 9x3) · ex2 + 9e9x

c) g(x) = 2 cos2 x + 64 ln

√
x+ 1

x+ 2
+ 2 sin2 x

= 2 + 32 ln(x+ 1) − 32 ln(x+ 2)

dg

dx
= 32

x+ 1 −
32
x+ 2 = 32

x2 + 3x+ 2
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Aufgabe 7. f(x, y) = 5 +
1

3x− 5y
+ ex+y · cos(x− y)

fx(x, y) = − 3
(3x− 5y)2

+ ex+y · (cos(x− y)− sin(x− y))

fy(x, y) = 5
(3x− 5y)2

+ ex+y · (cos(x− y) + sin(x− y))

fxx(x, y) = 18
(3x− 5y)3

− 2ex+y · sin(x− y)

fxy(x, y) = − 30
(3x− 5y)3

+ 2ex+y · cos(x− y)

fyx(x, y) = fxy(x, y) = − 30
(3x− 5y)3

+ 2ex+y · cos(x− y)
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Abschnitt D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 Punkte

Aufgabe 8. f(x) = sin 2x + cos 3x

f ′(x) = 2 cos 2x− 3 sin 3x

f ′′(x) = −4 sin 2x− 9 cos 3x

f ′′′(x) = −8 cos 2x+ 27 sin 3x

f (4)(x) = 16 sin 2x+ 81 cos 3x

Geben Sie das 0-te Taylor-Polynom p0, das 2-te Taylor-Polynom p2 und das 4-te Taylor-
Polynom p4 von f um den Entwicklungspunkt a = 0 an.

f(0) = 1; f ′(0) = 2; f ′′(0) = −9; f ′′′(0) = −8; f (4)(0) = 81

p0(x) = 1

p2(x) = 1 + 2x− 9
2x

2

p4(x) = 1 + 2x− 9
2x

2 − 4
3x

3 + 27
8 x

4

p4(x) = f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2
· x2 +

f ′′′(0)

6
· x3 +

f (4)(0)

24
· x4 =

= 1 + 2x+
−9

2
· x2 +

−8

6
x3 +

81

24
x4
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Aufgabe 9. f(x) = (x+ 3)2 + (x+ 2)3

f ′(x) = 2(x+ 3) + 3(x+ 2)2

f ′′(x) = 2 + 6(x+ 2)

f ′′′(x) = 6

f (4)(x) = f (5)(x) = f (6)(x) = f (7)(x) = 0

Geben Sie die Taylor-Polynome p1 vom Grad 1, p3 vom Grad 3, p5 vom Grad 5 und p7
vom Grad 7 um den Entwicklungspunkt a = 1 an.

f(1) = 16 + 27 = 43; f ′(1) = 8 + 27 = 35; f ′′(1) = 2 + 18 = 20;

f ′′′(1) = 6; f (4)(1) = f (5)(1) = f (6)(1) = f (7)(1) = 0

p1(x) = 43 + 35(x− 1)

p3(x) = 43 + 35(x− 1) + 10(x− 1)2 + (x− 1)3

p5(x) = p3(x) = 43 + 35(x− 1) + 10(x− 1)2 + (x− 1)3

p7(x) = p3(x) = 43 + 35(x− 1) + 10(x− 1)2 + (x− 1)3

p7(x) =

7∑
n=0

f (n)(1)

n!
· (x− 1)n =

3∑
n=0

f (n)(1)

n!
· (x− 1)n =

= 43 + 35(x− 1) +
20

2
(x− 1)2 +

6

6
(x− 1)3

Alternativ, ohne Ableitungen:

p3(x) = f(x) = ((x− 1) + 4)2 + ((x− 1) + 3)3 = [(x− 1)2 + 8(x− 1) + 16]+

+[(x− 1)3 + 9(x− 1)2 + 27(x− 1) + 27] = 43 + 35(x− 1) + 10(x− 1)2 + (x− 1)3
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