Analysis 1 Winter-Semester 2011/2012 Dr. Reitz, Dr. Erben

Aufgabe 1. (17 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

: tan v4x : zm—1 : —x
a) il_r)% v b) il_)Hll — (m,n eN) c) xlggloe | cos |

. i . n . 1/
d) lim —E8y e) lim (1—3) f) lim (1+¢")"" (¢>1)
Losung

a) Wir substituieren ¢ := /2 und erhalten fiir den Grenzwert

tan2t o 2(1+ (tan2t)?)
im = lim
t—0 t t—0 1

= 2.

b) Einmalige Anwendung der Regel von 'Hospital liefert .
c) Es liegt hier ein Produkt aus einer Funktion mit Grenzwert 0 und einer beschrinkten
Funktion vor. Der Grenzwert ist 0.

d) Der Grenzwert ist
. sinx . 1
lim - lim =
=0 T =028 +1

1.

e) Der Grenzwert ist

f) Wir haben

In(1 n In(1 x
lim (1+q”)1/n Z lim exp <n(+q)> Z lim exp (M) )

n—00 n—o00 n T—00 T

. . In(14+4¢*) _ SRRT) . . . . .
Es ist lim =—%~2 = In(q) (mit I'Hospital, Fall 2 weil ¢ > 1) und die Stetigkeit der

T—r00
Exponentialfunktion liefert schliellich den Grenzwert q.
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Aufgabe 2. (22 Punkte)
a) Losen Sie die folgende Gleichung. Schreiben Sie dazu zuniichst die rechte Seite in
Exponentialform.

22 = 1+4+i-V3

b) Bestimmen Sie die vier komplexen Losungen zp; bis zp4 der Gleichung
222 44 =0
c¢) Diese vier Losungen zp; bis zp4 bilden in der GauBschen Zahlenebene ein Rechteck.
Welchen Umfang U und welchen Flicheninhalt F' besitzt dieses Rechteck?
d) Geben Sie eine Gleichung z" = a (mit n € N und a € C) an, welche ebenfalls

die Losungen zp; bis zpg besitzt. Welche zuséitzlichen Losungen besitzt diese Gleichung
Gleichung 2" = a?

L6sung

a) Die Zahl w := 1 4 4 - /3 muss in Exponenentialform dargestellt werden. Bei der
Berechnung des Arguments ist wichtig, dass w im ersten Quadranten liegt:

3
lw| = V14+3=2, argw = arctan\( = g
w = 2-¢'%

Die beiden Losungen z,; und 2z, der Gleichung 22 = w werden durch komplexes Wur-
zelziehen ermittelt:

Za1 =V2-€'5

Za2 = V2 "G = 7

b) Durch die Sustitution u = 2% erhilt man eine leicht 16sbare quadratische Gleichung:

2+ va-16 V;_m — 1+i-V3

w—-2u+4=0 = Uy =

Die Riicksubstitution ergibt zwei Gleichungen

Z2=14i-V3=w und 2=1-i-V3=w
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Die vier Losungen zp; bis 2p4 sind damit
o ;T
Zb1=2’a1=\/§'816 ) Zb2:Za2:_Za1:_\@‘elG

_ T _, T
23 =Za1 = V2-€'5 2 =Zaa = —V2-e7'%

¢) Zunichst werden mit der Eulerschen Formel Real- und Imaginirteil einer der Zahlen
bestimmt:

1 ) 1 j
2 = \fQ-(cosI + i-sinz) = \/ﬁ(,\/g + 1) = V6 + 3\/§
6 6 2 2 2 2
Umfang und Flacheninhalt ergeben sich dann elementar:

U = 4-(Rzpy + Szp) = 2vV6+2V2

F = 4-Rz; - Sz = V12 = 2V3

d) Die Betriige der vier Zahlen zp; bis zp4 sind gleich, die Argunente unterscheiden sich
um Vielfache von 60°. Deshalb ist n = 6 moglich. a ergibt sich durch Potenzieren einer
der Zahlen:

Diese Gleichung hat 6 Losungen, also zwei zusétzliche:
Zd1 = \@‘ei'(%ﬁ%) = V2.7 = i-V2

Zdp = —Zd, = —i-V2
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Aufgabe 3. (31 Punkte)
a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit des reellen Parameter a > 0 den Definitionsbereich,
die Nullstellen und die Polstellen der Funktion

32 —a-x
1—24

falz) =

b) Zerlegen Sie f,(z) fiir @ = 0 in Partialbriiche. Geben Sie damit (irgend) eine Stamm-
funktion von fy an. Welche Stammfunktion von fy geht fiir z — oo gegen 07

c¢) Berechnen Sie iiber die Substitution x = e~! das unbestimmte Integral
—3t
e
/ 1—e 4 dt

d) Priifen Sie in Abhéngigkeit von a die Existenz des (eigentlichen oder uneigentlichen)
Integrals

/O @) da

LGsung

a) Nullstellen des Nenners:

1-2'=0 & 2'=1 & 2°=%1 & 2’=+41 & az==+I
Der Definitionsbereich ist damit

D(fa) = RA\{-11}
Nullstellen des Zéhlers:

332 —a-2=0 & z(Brxr—-a)=0 & z=0V x:%
Die zweite Nullstelle des Zihlers liegt fir a = 3 nicht in D(f,).
Fiir a # 3 hat f, die (fiir @ = 0 zusammenfallenden) Nullstellen

xm:O und xNgngO
und die beiden Polstellen
rp; = —1 und Trpy = +1



Analysis 1 Winter-Semester 2011/2012 Dr. Reitz, Dr. Erben

Fiir a = 3 hat f, nur die Nullstelle
zn1 =0

Fiir diesen Wert von a ist 9 = xps eine einfache Nullstelle des Zéhler-Polynoms und
des Nennerpolynoms. Dort befindet sich also kein Pol, sondern eine hebbare Singularitét.
Folglich gibt es auch nur einen Pol:

zp = —1

b) Ansatz:

folx) = 32, A .. B  Ca+D
O =17 T 21 et 22+ 1

Auf den Hauptnenner gebracht:

322 A-(z+ D@ +1) + B-(z—-1(22+1) + (Cz+D)-(22-1)

-zt (22 —1)(22 +1)

Zu beachten ist, dass hier die beiden Nenner unterschiedliches Vorzeichen haben. Es ist
deshalb fiir alle z € R

32?=A-(z+1)(a®>+1) + B-(z—-1)(a*>+1) + (Cx+D)-(a®>—1)

Die Parameter A bis D werden durch Einsetzen spezieller z-Werte und Vergleich von
Koeffizienten ermittelt:

r=1: -3=4A = A:—z
3
r=-1: —-3=-4B = B:Z

z=0: 0=A-B-D :>D:A_B:_g

Koeff. vonz3: 0=A+B+C = C=—-(A+B)=0
Die Partialbruchzerlegung ist damit

3 3

folw) = g - S Ay
O = 7768~ -1 z41 2241

=~

Fiir das unbestimmende Integral ergibt sich

3 dx 3 dx 3 dx
dv = = - - = =
/fO(x)x 4/$—1+4/x+1 2/x2+1

3 3 3
= —11n|a:—1| + Zln\x+1| — §arctanx + C =

= §ln

4

r+1
r—1

3
’ — iarctanx + C
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Eine Stammfunktion von fy ist damit

2 2 arct
1 5 &rctanz

r+1 3
r—1

=3
—1

Diese Stammfunktion geht fiir x — oo offenbar gegen —%7‘(. Die Stammfunktion, die
gegen 0 geht ist damit
3

—In
4

3
- t —
2arc anx —+ 47r

r+1
r—1

c) Die Substitution z = e~ fithrt auf das soeben berechnete Integral:

e 3t (e t)3 r=e! z?
/1_6—4tdt/1_(€—t)4dt_ d:z:—e_tdt __/1_x4d(1}—

1 1 1 1

— 3/f0(x)d:c = len itl‘ + iarctanx + C =
1 41 1

= —Zln thl‘ + §arctan6_t + C

d) Fiir a = 3 ist f,(x) im Integrationsintervall [0, 2] bis auf eine einzelne Defintionsliicke
stetig. Das (eigentliche) Integral existiert somit.

Fiir @ # 3 hat der Nenner im Integrationsintervall [0,2] die (einfache) Nullstelle 1.
Der Ziahler hat dort keine Nullstelle. Bei einer Partialbruchzerlegung wie im vorigen
Aufgabenteil wiirde sich deshalb B # 0 ergeben. Das uneigentliche Integral

/de _/1dx +/2da:
Ox—l_ 0.’15—1 1[E—1

ist aber divergent. Das Integral f02 fa(z) dz existiert demnach ebenfalls nicht.
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Aufgabe 4. (13 Punkte)
a) Die Funktion f erfiille auf dem Intervall [a, b] die Voraussetzungen des Mittelwertsat-
zes der Differenzialrechnung und es gelte | f'(¢)| <1 fiir alle t € (a,b). Zeigen Sie:

[£(b) = fla)] < [b—al.
b) Begriinden Sie mit Hilfe von a) die Aussage
|Inb —Ina| <[b—a| fir 1<a<b.

c) Zeigen Sie, dass sogar gilt

1

|[Inb—Ina| < —-|b—al] fir 1<a<hb.
a

d) Gilt auch
1
|lnb—lna|§g-\b—a| fir 1<a<b?

Losung

a) Es gibt eine Stelle & € (a, b) mit w = f'(¢), also

[£(b) = fla)] = [f(&)]|b—al.
Wegen |f'(€)| < 1 folgt die zu zeigende Aussage.
b) Die Funktion In ist stetig und sogar differenzierbar auf (0, 00), ferner gilt [In’t| = + <
1 fiir ¢ > 1. Somit folgt geméfB a)
|Inb—Ina| < |b—a| fir 1<a<bd
c) Es gilt wie in a)

1
|Inb—1Ina| = [1/¢]-[b—a| < —-|b—al, weil { >a > 1.
a

d) Nein, Gegenbeispiel: a = 1,b = ¢, also |Inb—Ina| =1> 1. (e —1).
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Aufgabe 5. (18 Punkte)
a) Ermitteln Sie durch partielle Integration eine Rekursionsformel fiir

I, = /a;”ez dx (n € Np)
b) Zeigen Sie mit vollsténdiger Induktion, dass fiir alle n € Ny

/x”e_xd:r = —nl-e”- o + C (C e R)
k=0

c¢) Bestimmen Sie mit dieser Formel das uneigentliche Integral

/ x"e " dx (n € Np)
0

Losung

a) Fir alle n € N ist

n /
_ u=z" | =n-z _ 1 -
/az"e Tdr = | :—x”-ex—kn/x" L= dx

b) Induktionsanfang: Fiir n = 0 ergibt die linke Seite

/xnexdaz = /exdaz = —e "4+ C

und die rechte Seite

n
k .%'0

—n!-e—$-2%+0 = —1-€_$-a+0 = —¢ "+ C
k! !

Die Behauptung ist fiir n = 0 also erfiillt.

Induktionsschritt: Die Behauptung sei erfiillt fiir ein n € Ny:
I, = /x”emdx = —nl-e®. —+C (C €R)

k!
k=0

Mit der Rekursionsformel ergibt sich fiir m =n + 1

1, = /:U”He_m dr = —z2™-e” —I—m/xm_le_”” dr =
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= 2" e L (n+1)- /x”ex dx

Einsetzen der Induktionsvoraussetzung liefert weiter

n k
I, = —2™-¢® + (n+1)-|-nl-e - %—I—C =
k=0
xn+1 n :Iik
= —(n+1)!-e‘x(n+1)' — (n+1)!~e‘x-zg +(n+1)-C =
! — k!
n—i—lxk
= — l.e 7. p— o
= —(n+1)!-e o + C* =
k=0
= —ml-e®. o + C* (C* eR)
k=0

Die Behauptung gilt also auch fiir m =n + 1.

Insgesamt ist nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die Behauptung fiir alle
n € Ny richtig.

c¢) Die soeben bewiesene Formel liefert

00 n IBk & n 1 00
/ e P dxr = [—n! et Z k“] = —n!- Z i {xkef‘r} =
0 =k, = k! 0
n n
1 . 1.0 0°
= —n! — - lim z"e™* + n!- =nl-— = n!
Z | 2500 T k! 0!
k=0 N~— k=0 N~
=0 =0 fiir >0
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Aufgabe 6. (19 Punkte)
a) Es sei

= R.
fla):= 5 @€

Die beiden senkrechten Geraden x = u und z = u+1 (u € R) begrenzen mit der x—Achse
und dem Funktionsgraphen von f eine Fliche mit dem Inhalt A(u). Bestimmen Sie u so,
dass die Flache den grofitmoglichen Wert annimmt. Wie lautet der maximale Flichen-
inhalt?

Hinweis: Vermeiden Sie die Berechnung einer 2. Ableitung!

b) Zeigen Sie allgemein: Ist f : R — R stetig, so gilt fiir jede stationiire Stelle uy der
u+1

Funktion G(u) := [ f(z)dz die Aussage f(ug) = f(uo + 1).
u

L6sung

Es gilt
u+1

Au) = / f(x)dx = arctan(u + 1) — arctan(u).

Die Funktion A(u) ist fiir u € R differenzierbar. Es gilt

, —2u—1
Aw) = Fu+1) = ) =

also 1
Au)=0< 2u+1=0 & U =5

Es ist ug eine einfache Nullstelle des Zahlerpolynoms —2u — 1 mit Vorzeichenwechsel
von + nach —. Also éndert A’(u) sein Vorzeichen von + nach —, so dass ein (lokales)
Maximum an ug vorliegt mit

A(ug) = 2arctan (;) > 0.

us

Wegen ugr—lr-loo Au) = 5 — 5 =0und lim A(u) = =5 — (=35) = 0 liegt bei ug ein

wolx

U—r—00
absolutes Maximum von A(u).
b) Es gilt fiir ein a € (u,u + 1) und mit einer Stammfunktion F' von f:

Gu)=F(a)— Flu)+ Flu+1)— F(a) = F(u+1) — F(u),
also G’ (ug) = 0 genau dann wenn F'(ug + 1) — F'(up) = 0, d.h. f(ug+ 1) = f(uo).
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