Klausur Analysis 2 SS 2009 Wolfgang Erben, 16. Juli 2009

Aufgabe 1. ...

a) Der Gradient besteht aus den partiellen Ableitungen:

cosz - (y* + cosy)
Vz =

(86 +sinz) - (2y —siny)

Die Hesse-Matrix enthélt die Ableitungen zweiter Ordnung;:

—sinz - (y? + cosy) cosz - (2y — siny)
Hy =
cosz - (2y —siny) (86 +sinz) - (2 — cosy)
Es ist

Zyy(2,y) = (86 +sinx) - (2 — cosy) >0

>85>0 >1>0

b) Die Tangentialebene im Punkt (zg,yo) ist

z = f(x0,90) + fa(w0,90) - (z — x0) + fy(z0,%0) - (¥ — vo)
Im Punkt (0,0) ist dies

2 =86+1 (z—0)+0-(y—0)=86+2

Im Punkt (—7%,0) ist die Tangentialebene

z:(86—1)+0-(x+g)+0.(y—0):85

c) Zu zeigen ist, dass beide partiellen Ableitungen an den angegebenen Stellen verschwin-
den:

Hy = . |Hf| = —85>0
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An dieser Stelle liegt also ein Extremum vor. Wegen z,,, > 0 handelt sich um ein relatives

Minimum. Bei (F,0) ist

—1-1 0-0 -1 0
Hf: , ‘Hf‘: =—-87<0

0-0  (86+1)-1 0 87

Dort befindet sich also ein Sattelpunkt.

d) An stationdren Stellen ist
zy = (86 + sinz) -(2y — siny) L0 = 2y =siny
—_——
#0

Wegen |siny| < |y| (fiir alle y € R) kann diese Bedingung nur fiir y = 0, also auf der
x-Achse erfiillt werden. Die stationdren Stellen sind

() = (5 +hm0), (kD)

Es handelt sich dabei abwechselnd um Minima und Sattelpunkte. Die relativen Minima
sind bei

(e, y0) = (—5 +2km,0) . (ke2)

Der Funktionswert ist jeweils 85. Relative Maxima hat die Funktion nicht.

Aufgabe 2. 0
a) Es ist
r=02-t)-(1+t)=—t*+t+2, y=02—t)-B+t)=—-t>—t+6
b=-2t+1, g=-2-1

Zu integrieren ist wahlweise
zog=(—t*4t+2) (=2t -1 =234 (1-2)+t-(-1—-4)—2=
=23 1?2 —5t—2
yoi=(—t*—t4+6)-(—2t+1) =2 +t* - (~1+2)+t- (-1 -12)+6 =

=23 4+ 2 —13t+6

1 1 1
i(x-y'—y-:t):5((2753—752—575—2)—(2t3+t2—13t+6))zi(—2t2+8t—8)
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=t 44t —4
Fiir die Schnittpunkte mit der y-Achse gilt

z=@2—t) - (1+t)=0 < t=—1 oder t=2

Die Fliche zwischen Kurve und y-Achse hat den Inhalt

2 2

. 3 2 14 13 52 ?
Ay=|[ x-gdt|=|[ (2t° —t* =5t —2)dt| = || =t* — —t° — —t* — 2t =
2 3 2 .
1 1
16 8 20 1 -1 5 8 -1
—\<2‘3‘2‘4>‘<2‘3‘2”)\‘\(‘“3)‘(‘3)‘—
=]-9/=9

Alternativ kann auch der zweite Intergrand verwendet werden:

2 2
A, = /y-:i;dt = /(2t3+t2—13t+6)dt =
1 1

(s,
A

= [9]

1, 1,5 13, 2
A e Y )
{2 T3t TRt ]_1

52 1 -1 13 8 ~1
g (=26 =|(-6+2) - [-12+— )| =
s +12) = (35 = )| |(or5) - (20 5)

SchlieBlich kann auch mit der Sektorformel gearbeitet werden:

Wl oo

9

2 2

1 1 2
Ay = /Q(x-y—y-i:)dt: /(—t2+4t—4)dt:‘[—3t3+2t2—4t] =
1 1 -1
8 -1 8 -1
(s - (-5 2 g [=[(5) - (- 7))
=|-9/=9

b) Fiir die Schnittpunkte mit der z-Achse gilt

y=2-1)-3+t)=0 o t=-3 oder t=2

Die Fldche zwischen Kurve und z-Achse hat den Inhalt

1, 14 5 2
e g
2 3 2 .
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| 125] 125
N 3 3

Alternativ kann wieder der zweite Intergrand verwendet werden:

2

1 1 1 2
Az:/y-:'cdt: Lagplp Bp gl |
2 3 2 -
3
8 81 —27 117 10
=6+ ) - ([Z=4+ ==L =L 1) === ) = (—45)| =
‘( +3> <2+3 2 )' ‘( 3) ( )‘
_ | 125) _ 125
13| 3

SchlieBlich kann auch mit der Sektorformel gearbeitet werden:

Lo : Ls o2 ?
Ay = —(r-y—y-x)dt| = —gt + 2t° — 4t
-1

2
3
8 —27 8
=|[—=) - (-———+184+12)|=|[-=) = (39)] =
(3)- (T emeaz)|=[(5) o)
| 125] 125
N 31 3

¢) Zunichst werden die Stellen mit waagrechter und senkrechter Tangente bestimmt:

1
P=-2%41=0 < t=3

1
g=-2-120 < t=—3

Da sowohl z(t), als auch y(¢) nach unten geéffntete Parabeln sind, handelt es sich jeweils
um das absolute Maximum. Die zugehorigen Kurvenpunkte sind
1 5 25 1 9 21

I(_g) = (17 Z) ’ Q(i) = (17 Z)

Die Schnittpunkte mit der z-Achse sind
i(_l) = (0a6) ) @(2) = (0¢O)
Das kleinste F,, umfassende achsparallele Rechteck hat deshalb den Inhalt

1 1 0_25 9 225
2 2 4 4 16
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Aufgabe 8. ..

a) Die Summen-Schreibweise ist
00 ne
Die Glieder a,, sind
ne 1
R R S |

Fiir o =1 ist
0< 1 - 1
an = —— < —
"n241 T n?
Die Reihe besitzt also die konvergente Majorante » # und ist damit selbst konvergent.
Fiir a = 2 ist

0 = —
< On n+1

Die Reihe ist also die divergente harmonische Reihe ) %

b) Durch Vergleich mit einer harmonischen Reihe ) n% ergibt sich, dass die vorgelegte
Reihe genau fiir a < 2 konvergiert, und zwar absolut. Eine konvergente Majorante ist
dann etwa ng,%a Fir 2 < a < 3ist % . ng%a eine divergente Minorante. Fiir a > 3 bilden
die Glieder gar keine Nullfolge.

c) Absolut konvergent ist die Reihe (D b,) wegen |b,| = an genau fiir a < 2. Fiir
2 < a < 3 geht 3~ monoton wachsend gegen +oo. |b,| = ng%aﬂ ist demnach eine
monoton fallende Nullfolge. Nach Leibniz ist die Reihe konvergent. Fiir a > 3 bilden die
Glieder keine Nullfolge. Die Reihe ist also divergent.

Aufgabe 4. ...

a) Mit der geometrischen Reihe

1
7:1—|—u—i—u2—|—u3+u4+...
1—u

ergibt sich

1
f) = (+a) ggs = (La?) (1 +207 + da’ 4+ 825 +162° + 32070+ )
— 2T
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= 1 4222 +4z* +82° +1628 +32210 + ...
+22 4224 4425 4828 +16210 ...
= 1 4322 +62* +122° +2428 +48210 +. ..

b) Die geometrische Reihe konvergiert genau fiir |u| < 1. Da die Multiplikation mit dem

Faktor 1 + z? das Konvergenzverhalten nicht beeinflusst, konvergiert die Potenzreihe

.. 2 . 1 1
genau fiir 2z* < 1, also fiir |z| < 5T 2 V2.

¢) In einer Taylor-Reihe um zo = 0 ist der Koeffizient von 2* gegeben durch
Fiir k = 10 ergibt sich also (19 (0) = 48 - 10!

£®(0)
Kkl

Aufgabe 5. ...

a) Mit ' = u + xu’ ergibt sich die Differentialgleichung

Trennung der Variablen liefert
1 u? 9
udu= | —dzx = ?zlnm—i—cl = ' =2ln|z|+c
x

Mit 2In|z| = Ina? fiir x # 0 erhiilt man die Losung

w(z) =+vVlnz2+c¢ = yr)=+zvVInz2+c

b) Aus y(1) =1 folgt 1 = ++/¢, also ¢ = 1 und positives Vorzeichen, somit die Losung
y(r) = zvInz? + 1

Diese Funktion ist definiert und differenzierbar, wenn x # 0 und Inz? 4+ 1 > 0 gilt, also
fir 22 > e~!. Da 29 = 1 im Losungsintervall enthalten sein muss, stellt die Funktion
eine Losung des Anfangswertproblems dar fiir

2 1

T >e \/E
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c¢) Fiir y(1) = —1 muss in der Losung aus b) das negative Vorzeichen gewéhlt werden,
also

1
y(x):—m\/m fiir x>e*1/2:7
(&

Aus y(—1) = —1 folgt —1 = £(—1)/c, also ¢ = 1 und positives Vorzeichen, somit die
Losung

y(x) =xzvInax?+1

Da 29 = —1 im Losungsintervall enthalten sein muss, stellt diese Funktion eine Losung
des Anfangswertproblems dar fiir

—12 L
e

r < —e



