Wolfgang Erben (24. mai 2012) SS 2012 Analysis 2

Aufgabe 1. (27 Punkte)

Die Funktion f: R — R sei gegeben durch

f(x) = cosTx — 2cosbx + cosx

a) Geben Sie die Taylor-Reihe von f(z) (um z = 0) in Summenschreibweise an. Wo
konvergiert die Reihe gegen f(x)?

b) Geben Sie das fiinfte Taylor-Polynom ps von f(z) an.

c) Zeigen Sie, dass f(z)-2~3 an der Stelle x = 0 zu einer differenzierbaren Funktion g(z)
erginzbar ist und geben Sie diese Funktion g(z) an. Bestimmen Sie ¢’(0) und ¢”(0).

d) Geben Sie ¢'(x) als Potenzreihe an. Wo konvergiert diese Potenzreihe?

Losung

a) Fur alle x € R ist

o0 . xQn
cosx:nzz;)(—l) o)l
Damit ist, ebenfalls fiir alle x € R
> 7 —2.5M +1
— _1 n . . 2n
)= L g

b) Das fiinfte Taylor-Polynom ergibt sich durch die Glieder der Taylor-Reihe bis zur

Potenz z° einschlieBlich:
1-241 o, 49-50+1 o, 7 -2.5"+1 ,
p5(:):):T-x —T-x —1—#% =
. 49-49-2-25-25+1 ,  (50-49—49) —50-25+1 ,
- 24 v 24 v
50 - (49 — 25) — 49 + 1 50 - 24 — 48
_50( 24) Lk o0 zt = (50 — 2)at = 4827

c¢) Da die ersten Glieder in der Taylor-Reihe von f(z) verschwinden, ist fiir alle z € R

> 7 — 2.5 +1
n=2 :
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Damit ergibt sich

. f(SL') - ) . 72n —9. 52n +1 o3
ling 3 = Ly nZ—:Q( D" (2n)! * B

S : n 7 —2.5%" +1 2n—3 =
-2 <<_1) S C7 TR )‘7;20_0

Die Funktion f(x)- 23 ist an der Stelle = 0 also stetig ergéinzbar zu

1
| =5 (cosTx —2cosbx + cosx) x#0
g(x)_{ ' 0 r=0

Fir alle z € R ist

o 725741
n=2

Die Funktion g(z) ist deshalb (beliebig oft) differenzierbar. Die Koeffizienten a; von z*

und az von 2 legen ¢’(0) und ¢”(0) fest:

—2.5"+1

48
24

§(0) = ay = (~1)?

g"(0) =ay-2!'=0

d) Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden. Der Konvergenzradius bleibt da-
bei gleich. Es ist also fiir alle z € R

-t 72520 L 1)(2n —3) 5, 4

g =Y o r

n=2
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Aufgabe 2. (27 Punkte)

Vorgelegt ist fiir a € R die Differentialgleichung

a'y”+y’+y:O

a) Fiir welchen Wert von a ist y1(z) = ¢** eine Losung der Differentialgleichung? Was

ist dann die allgemeine Losung?

b) Fiir welchen Wert von a ist y2(z) = e~ eine Losung der Differentialgleichung? Geben
Sie auch fiir diesen Fall die allgemeine Losung an.

c) Wie muss a gewéhlt werden, damit die Differentialgleichung eine Losung der Form
y3(z) =z - e* (X € R) besitzt? Was ist nun die allgemeine Losung?

d) Fiir welche a gibt es eine Losung y4 mit y4(0) = 0 und y}(0) = 0?7 Geben Sie diese
Losung an.

e) Fiir welche Werte von a besitzt das zugehorige Anfangswertproblem y(0) = 0 und
y'(0) = 3 eine eindeutige Losung y5?

Achtung: Die Antwort muss (wie immer!) begriindet sein. Die Losung braucht aber
nicht bestimmt zu werden.

LGsung

a) Durch Einsetzen von 3; = €?* in die Differentialgleichung ergibt sich

0 =a-4e* 4+ 2e** + e** = ¢**(4a + 3) fiir alle € R

Dies ist genau fiir a = —% zu erfiillen. Das charakteristische Polynom und ihre Nullstellen

sind dann

141
—2A2+A+1éo = ALQ:H’:{ E

win

[\G][GV]

Die allgemeine Losung ist demnach

y=Cy-e* +Cy-e3° (C1,Ch €R)

b) Durch Einsetzen von y, = e~ 7 in die Differentialgleichung ergibt sich

O=a-¢e?"—e"+e"=qg-e"firallexzeR
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Dies ist genau fiir a = 0 zu erfiillen. Dadurch entsteht eine Gleichung erster Ordnung.
Ihre allgemeine Losung kann iiber die bekannte Losung direkt angegeben werden

y=C-e* (CeR)

A

¢) Damit y3 = x-e™* eine Losung ist, muss A eine doppelte Nullstelle des charakterischen

Polynoms sein:

—-1++v1—-4a

a)\2+)\+1;0 = AI,QZ 5
a

Es muss also a = i und damit A = —2 sein. Die allgemeine Losung ist dann

y=0C- e 2 + Cy - xe 2 (01, Cy € ]R)

d) Die triviale Losung y = 0 ist stets Losung einer homogenen linearen Differentialglei-
chung. Sie erfiillt auch die angegebenen Anfangsbedingungen.

Eine Losung mit den geforderten Bedingungen gibt es also fiir alle a € R.

e) Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme hat jede (gut-
artige) Differentialgleichung zweiter Ordnung eine Losung mit den angegebenen An-
fangswerten.

Zu beachten ist aber, dass fiir « = 0 eine Gleichung erster Ordnung entsteht. Diese hat
schon mit der ersten Bedingung y(0) = 0 eine eindeutige Losung, ndmlich y = 0. Diese
Losung erfiillt die zweite Bedingung aber nicht.

Eine Losung des Anfangswertproblems gibt es also genau fiir a # 0. Die Losung ist dann
eindeutig.
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Aufgabe 3. (35 Punkte)

Die Abbildung f : R? — R sei definiert durch

flx,y) = /y(cost - %)dt

a) Geben Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f an. Zeigen Sie: In stationdren
Stellen ist die Hesse-Matrix invertierbar.

b) Geben Sie ein relatives Minimum, ein relatives Maximum und einen Sattelpunkt von

f an.

c) Zeigen Sie, dass es (auf R?) keine absoluten Extrema gibt. Begriinden Sie, dass f im
Kreis 22 + y? < 87 absolute Minima und Maxima besitzt.

d) Geben Sie im Bereich z < y das Infimum und das Supremum von f an. Eine Be-
grilndung ist (ausnahmsweise!) nicht verlangt.

Losung

a) Es ist

1 1 sin x 0
Vf—<2—cosx,cosy—2), Hf—< 0 —siny>

In stationéren Stellen (xg,ys) ist der Gradient der Nullvektor, also coszs = cosys = %

Wegen cos? a + sin? a = 1 fiir alle a konnen sin z; und siny, nicht 0 sein. Damit ist
|H¢| = —sinxg - siny, # 0

Die Hesse-Matrix ist in stationidren Stellen also invertierbar.

b) Es ist
T T 1 LT 1 . T 1
COS(g) = cos(—g) =5 sm(§) = 5\@, sm(—g) =3 3
Die drei Stellen
T T T w
Sl(g)g)v 82(_575)7 53(5)_5)

sind also stationédre Stellen und fiir die Determinante der Hesse-Matrix gilt dort

Hy(S0l = =5, 1Hs(S2)| = [Hy(S9)] =
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In S befindet sich also ein Sattelpunkt SP, in den anderen beiden Punkten ein relatives
Extremum. Wegen fi.(—%, %) =sin(—5) < 0 und fo.(5,—%) = sin(§) > 0 liegt in S
ein relatives Maximum H P und in S3 ein relatives Minimum 7P vor. Die Funktionswerte
in diesen Stellen sind

£(S1) = /f’(cost— %)dt ~0

3

f(Sg):/_g (cost—%)dt: [sint—;t] =V3 -

Ein relatives Minimum ist demnach TP(%, —%, —/3 4+ Z), ein relatives Maximum
HP(-7%,%,Vv3— %), ein Sattelpunkt SP(%, §,0).

c¢) Fir n € N ist

2nm 1 1 o
f(oa 2n7r) = / (COSt - 5) dt = |:Sint — 2t:| = —nm
0

0
0 1
f(2nm,0) = / (cost — §)dt = —f(0,2n7) = nm
2nm
lim f(0,2n7) = —oo, lim f(2nm,0) =00
n—00 n—00

AufR? hat f also weder ein absolutes Maximum, noch ein absolutes Minimum. Der Kreis
2?2 + y? < 87 ist hingegen abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Nach dem Satz
von Weierstrafl besitzt die stetige Funktion f dort (mindestens) ein globales Minimum
und (mindestens) ein globales Maximum.

d) Im Bereich x < y ist f — wie der vorige Aufgabenteil zeigt — nicht nach unten
beschrinkt. Das Infimum ist also —oo. Das Supremum ist /3 — o
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Aufgabe 4. (31 Punkte)

Die nebenstehend skizzierte geschlossene

Kurve K kann in Polarkoordinaten be-
schrieben werden durch
0.8 M

r=flp)=¢ (2—9) v

a) Welche Fliche schlieft die Kurve ein? 04

b) Geben Sie eine Parameterdarstellung
z(t) der Kurve K an. Bestimmen Sie
den markierten Schnittpunkt Y mit der 02 © 0.2 X0:4 0.6
y-Achse.

c) Welchen Winkel « schlieflen links- und rechtsseitige Tangente im Ursprung O ein? Ist
die Kurve K glatt?

d) Wie weit entfernt sich die Kurve maximal vom Ursprung O7 Geben Sie den zugehori-
gen Kurvenpunkt M an.

e) Zeigen Sie, dass fiir das Bogenelement ds gilt
ds = ((p—1)*+1)dy

Berechnen Sie damit die Lange der Kurve.

Losung

a) Wegen ¢ - (2 — ) =71 > 0 ergibt sich 0 < ¢ < 2. Weiter ist
rt=¢? 2-9)? =" (4 dp +¢%) = 40° —40° + ¢

Fiir die von der Kurve eingeschlossene Fliche A liefert die Sektorformel

1 22 1 2 2 3 4 23 14 1 52
A== do = — | (4¢* — 4 do= |23 — = = —
2/07"@ 2/0(90 ©° + ") de 3% 2<p+10900
16 16 2 2 8 8
= 84+ —=8-(Z-1+3)="2.(10-154+6) = —
3 3 (3 +5) 15( +6) 15

b) Eine Parameterdarstellung z(¢) = (z(p), y(¢)) der Kurve K ist

x(p) =r-cosp=p-(2—¢p)-cosp
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ylp) =r-sinp = - (2 —¢)-sine
mit ¢ € [0,2]. Fiir ¢ = § ergibt sich der Punkt Y auf der y-Achse:

2

(2-3) = Y(Or-)

W): y

2

N[N

y(

c) Die linksseitige Tangente gehort zum Winkel ¢ = 0, die rechtseitige zum Winkel
@ = 2. Die beiden Tangenten schlielen also den Winkel 2 ein. Da links- und rechtsseitige
Tangente im Ursprung nicht {ibereinstimmen ist die Kurve K nicht glatt.

d) Fiir den am weitesten vom Ursprung entfernten Punkt M gilt ' = 0.
0=r"=2-20p = =1

Wegen r” = —2 < 0 ist das ein relatives Maximum. Der Abstand bei ¢ = 1 ist r = 1.
An beiden Réndern (¢ = 0, ¢ = 2) ist 7 = 0. Es handelt sich also um das absolute
Maximum. Der grofite Abstand zum Ursprung ist also 1. Der zugehorige Kurvenpunkt
ist M(cos1,sinl).

e) Fiir das Bogenelement ds gilt
ds = /2 + ()2 dy
Zu zeigen ist also, dass
P = (- 1P+ 1)
Zunichst wird die linke Seite berechnet:
r=¢ 2-9)=20-¢* = 1'=2-2

4 (1) = 4? —49° + ¢ + (2 20)? =4 — 8p + 8p? — 4¢® + ¢!

Und nun die rechte Seite:
(=141 =(p-1'+2(p—-172+1=

= (o' =407 + 607 — 4o+ 1) +2(p> =20+ 1) +1 =4 — 8p + 8p* — 4p° + ¢!

Tatsachlich ist demnach

ds = /12 + ()2 dp = ((p = 1)° + 1) dy

Fiir die Lange L der Kurve ergibt sich dann

2 2 2
L= [ V0o = |- 1024 Do = [ (-~ 20+ 2)do =
0 0 0

1, > 8 8
= |=¢® — 2| =-—4+4=-
[3<p <p+<pL g dtd=3



